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Notations
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Lip(X, E)
Lipo(X, E)
X#

F(X)
loo (X)

K(E; F)
W(E; F)
T+
T#

Espace des applications linéaires.

Espace des applications linéaires continues.

Espace dual de E.

Injection canonique.

Elément neutre ou distingué, on prend 0 si X est normé.

Ensemble des espaces métriques complets pointés.

Corps des scalaires K ( K = {R, C}).

Espace de toutes les fonctions lipschitziennes bornées deX dans E.
Espace de toutes les applications lipschitziennes de X dans E nulles au point e.
Espace des formes lipschitziennes sur X.

Ensemble définis par {(z,y) € X?:x # y}.

Espace de Lipschitz libre

Espace des fonctions borneés de X dans R.

Boule unité fermée de I'espace X.

Espace de tous les opérateurs linéaires compacts de E dans F.

Espace de tous les opérateurs linéaires faiblement compacts de E dans F.
Adjoint de l'opérateur linéaire T

Adjoint de 'opérateur lipschitzien 7.




Introduction

En 2009 J. D. Farmer et W. B. Johnson [14] ont introduit la version lipschitzienne d’ opéra-
teurs p-sommants, ils ont prouvé la premiére propriété de base. Depuis lors, beaucoup
d’auteurs ont traité les versions lipschitziennes de quelques idéaux linéaires (voir, par ex-
emple [5], [4] [22], [1] ). Les opérateurs lipschitziens p-intégraux, p-nucléaires ont été étudié
par Chen et Zheng dans [5] (voir aussi [I4] pour les opérateurs lipschitziens p-intégraux).
La version lipschitzienne d’opérateurs fortement p-sommants a été faite par Yahi, Achour
et Rueda dans [22]. Les opérateurs lipschitziens compacts et faiblement compacts sont con-
sidérés par A. Jiménez-Vargas, J.M. Sepulcre, Moisés Villegas-Vallecillos dans [15], comme
la version lipschitzienne d’opérateurs linéaires compacts et faiblement compacts.

Dans ce travail nous allons détailler 'article de M. G. Cabrera-Padilla et A. Jiménez-
Vargas [§] en étudiant les opérateurs lipschitziens libres compacts et faiblement compacts
d’un espace métrique pointé dans un espace métrique pointé .

Le mémoire est divisé en quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions concernant les espaces
métriques, les fonctions lipschitziennes, les espaces Lipschitziens et ’espace Lipschitzien
libre.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons présenté les opérateurs linéaires compacts et
faiblement compacts, tels que le théoréme de Schauder et Gantmacher sont présentés.

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude d’opérateurs lipshitziens compacts et faible-
ment compacts introduits par A. Jiménez-Vargas, J.M. Sepulcre, Moisés Villegas-Vallecillos
dans [15] en 2014.

En quatriéme chapitre, on a étudié une nouvelle classe d’opérateurs lipschitziens libres

compacts introduite par M. G. Cabrera-Padilla et A. Jiménez-Vargas dans[8] en 2016.



Chapitre 1

Rappel sur les opérateurs

lipschitziens

Dans ce chapitre, on fait rappel & quelques notions qui seront utilisées dans les chapitres

qui suivent.

1.1 Espaces métriques

la notion d’espaces métriques a été formalisée par Maurice fréchet dans sa thése "Doctorat
d’Etat" en 1906. Un espace métrique est la donée d’un ensemble dont les éléments sont
considérés comme des points et d’une application qui permet de mesurer si deux points sont
proches ou éloignés.
Soit X un ensemble non vide. On dit que d est une distance sur X si, d est une application

de X? dans R* telle que pour tout (z,y,2) € X3, on a

(1)d(z,y) =0z=y (Séparation),

(1) d(x,y) =d(y,x) (Symétrie),

(7i1) d(z,y) < d(x,2) +d(z,y) (Inégalité triangulaire).
Un espace metrique pointé, est un espace metrique (X, dx) qui a un élément neutre (ou

distingué), noté e. On prend 0 si X est normé

Soit (X, dx,e) est un espaces métrique pointé. On note par

M = {espaces métriques complets pointés } .



1.2. Les applications lipschitziennes

La seconde inégalité triangulaire vérifié

(ie., Vo,y,z € X :|d(z,2) —d(y, 2)| < d(z,y)).

1.2 Les applications lipschitziennes

Le morphisme naturel entre les espaces métriques est I'application lipschitzenne comme les

opérateurs linéaires dans les espaces normés.
Définition 1.2.1 Soient (X,dy), (Y,dy) deuz espaces métriques, une application

f X — Y est dite lipschitzienne, s’il existe C' > 0 telle que

Va,y € X dy (f (), f(y) < Cdx (z,y) (1.1)

On note

. dy (f (=), f (y))
Lip(f) = sup .
( ) TH#Y dX (.%, y)
= inf {C : vérifiant I'inégalité (1.1)}.
Soit (X, ex,dx) et (Y, ey,dy) deux espaces métriques pointés, on dira que f préserve le

point distingué si f (ex) = ey

Proposition 1.2.1 Soit (X, e, d) un espace métrique pointé, alors l’application définie comme

suit
f.: X — R

r +— f.(x)=d(z,z)—d(e,z2),

est une application lipschitzienne et Lip (f,) =1
Preuve. D’apres la seconde inégalité triangulaire, pour tout x,y,z € X, on a
|fz (1’) - fz (y)| = |d(3§,2) - d(ea Z) - d(y,Z) + d(eaz)’ < d(l’,y) :

Alors f, est une fonction non expanssive (i.e., Lip (f,) < 1).

Pour l'inégalité inverse, on a



1.2. Les applications lipschitziennes

‘fz (SE) — fz (y)’

Lip(f.) = sup

Ay d(mﬂy)
B d(z,y)
= 1.

On obtient finalement que Lip (f,) = 1. m

Proposition 1.2.2 Soit X un espace métrique et soient f, g deux fonctions lipschitziennes
de X dans R. Alors

(a) Lip (Af) = |\ Lip (f) pour tout X € R.

(b) Lip (f +g) < Lip (f) + Lip(g) -

Preuve. (a) Si A est dans R, pour (z,y) dans X?

M 0= )

ety dx (T,y)

@ =)
xFy dx (z,9)

= [N Lip(f).

Lip(\f) =

Donc Af est une fonction lipschitzienne et Lip (Af) = |A| Lip (f) .
(b) Soient f et g deux fonctions lipschitziennes de X dans R. Pour tout z,y € X, on a

(f+g) (@)= (f+a) W] < [f@)=fWl+lg@)—g@)l
< (Lip(f) + Lip(g9))dx (z,y) .

Donc f + g est fonction lipschitzienne et

Lip(f +g) < Lip (f) + Lip(g) .

Proposition 1.2.3 Soient X,Y et Z trois espaces métriques, f: X — Y etg:Y — 7

deux applications lipschitziennes, alors go f : X — Z est lipschitzienne et

Lip(go f) < Lip(g) Lip (f).



1.3. Espace Lipschitzien

Preuve. Si f est lipschitzienne de X dans Y et g est lipschitzienne de Y dans Z, alors

dz(gof(z),g0f(y) < Lip(g9)dy (f(z),f(y)).
< Lip(g) Lip(f)dx (z,y) .

Alors g o f est lipschitzienne et

Lip(go f) < Lip(g) Lip (f).

Ce qui termine la démonstration. m

1.3 Espace Lipschitzien

Nous donnerons dans cette section quelques propriétés utiles concernant I’espace de toutes

les fonctions lipschitziennes définies d’un espace métrique dans un espace de Banach.

1.3.1 L’espace Lip (X)

Définition 1.3.1 Soit X un espace métrique et E un espace de Banach. On note par

Lip(X, E) l’espace de toutes les fonctions lipschitziennes bornées de X dans E
Lip (X, E) = {fonctions lipschitziennes bornées f : X — E},

munt de la norme
[ i ey = max {[| fll» Lip (f)}- (1.2)
Si E =R on écrit Lip(X,R) = Lip (X).

Lip (X) est un espace de Banach pour la norme (1.2), pour tout espace métrique X.

1.3.2 L’espace Lipy(X)

Soit (X, dx,e) un espace métrique pointé. Pour tout espace de Banach E, nous désignons
par Lipy(X, E) V'espace de toutes les applications lipschitziennes f : X — FE nulles au
point e

Lipy(X, E) = {f : X — E lipschitzienne telle que f(e) = 0}.



1.4. Espaces Lipschitziens-libres

On le munit de la norme
, If (z) = f ()l
Lip (f) = sup .
( ) x#y dX (xay)
Si £ =R on écrit Lipy(X,R) = Lipy (X).

On Dappelle dual Lipschitzien et on le note par X%, I’espace de Banach des formes lip-
schitzennes sur X, i.e.,

X*# = Lipy (X,R) = Lip, (X),

muni de la norme

.Z'# X —.Z'#
Lip (z%) :iiﬁf‘ (dX> @) ul

Lipo (X) est un espace de Banach, pour tout espace métrique pointéX .

1.4 Espaces Lipschitziens-libres

Dans cette section on va présenter le prédual de Lipy(X), c’est a dire, il existe un espace de

Banach Z, tel que Lipg(X) est isométriquement isomorphe a Z*.

Définition 1.4.1 Soit X un espace métrique pointé. L’espace Lipschitzien libre sur X,

*

noté F (X), est un sous-espace de Lipy(X)
F(X) =vect{6,; v € X},
tel que lapplication 0x : X — F (X)) définie par 0x (z) = s, pour x € X, tel que:

d,: X# — K
[ 0 (f) = f(x).
On pose ||pl| 7y = inf {Z il d (2, x;)} , Vinfinimum est porté sur toutes les réprésen-

i=1
tations de p sous la forme

p=> X0z — 0ar).
1=1

On note que 'espace Lipschitzien-libre introduit par Godefroy et Kalton en 2003 voir
[16] bien que cet espace a été présenté a la premiére fois par Arens-Eells on 1956 [2] voir

aussi le livre de Weaver [21] pour plus d’informations.



1.4. Espaces Lipschitziens-libres

Soit (z,y) € X2, tel que x # y. On consédére I’application suivante :

O(ay) X# — K

— (=8 _ [@)~fW)
oo ) =" = Tamy

laquelle appeleé I’évaluation fonctionnelle lipschitzinne.

Notation 1.4.1 On note par X le sous ensemble de X? défini par X = {(z,y) € X?: x # y}.

Pour démontrer la proposition suivante, on a besoin des définitions suivantes.

Soit £ un espace véctoriel.

Définition 1.4.2 (Partie convexe) Une partie C de E est conveze si elle est non vide
et si, pour tous x, y € C et X € [0,1], on a Az + (1 — Ny € C. Bien sar, tout sous-
espace vectoriel de E est convexe et toute intersection non vide des parties convexes de F

est convezxe.

Définition 1.4.3 (L’enveloppe convexe) L’enveloppe convexe d’une partie non vide A
de E est l'intersection de toutes les parties convexres de E contenant A, c’est la plus petite

partie convexe de E contenant A, elle est notée co(A) et on a

CO(A): {Zeixi:neN, Z; GA, 91 >O7 29121}

i=1 =1
Définition 1.4.4 (Absolument convexe) Une partie A de E est absolument convezxe si
elle est non vide et si, pour tous x,y € A et A, Ay € K tels que |M| + |X2] < 1, on a

Mz + Aoy € A. Une telle partie contient donc toujours ’élément 0.

Définition 1.4.5 L’enveloppe absolument convexe d’une partie non vide A de E comme
étant l'intersection de toutes les parties absolument convexes de E qui contiennent A; elle

est notée T'(A). On vérifie aisément que

F(A):{Z)\imi:neN, z; € A, N €K, ng}.

i=1 i=1
Proposition 1.4.1 Soit X un espace métrique pointé
(1) Les espaces X F (X)"sont isométriquement isomorphiques. C’est-a-dire X#* = F (X)*.
(i7) La boule unité fermée de F(X) est l’enveloppe absolument conveze fermée de l’ensemble

65 (X) dans (X#)*. C’est-a-dire Brixy=T <(5)~(()~()> :

10



1.4. Espaces Lipschitziens-libres

Preuve. (i) On définit application suivante

S: F(X)" — Lipy(X)
@ s S(p); (S(p) (z) = (62 — do)).

Pour tout z, ' € X. On a

15(p)(x) = S(e)(@)] = ¢ (6a — o) — ¢ (62 — o)
= ‘90(5:10 - 51/)|
< [lell d(=, z').

Ainsi S(¢)(0) = ¢ (0), alors S(¢) € Lipo(X). Nous concluons que S est une application

linéaire et ||S] < 1.

Maintenant, on définit I’application suivante
R: Lipo(X) — F(X)
f —  R(f),

n

telle que R(f)(un) = Z)\i (f (z;) — f (), pour f € Lipo(X) et pp = Z)‘i(‘s“ — 596;).
On a - -

RN = 3% (F (@) = f (20))
< Z il [f (i) = f (27)]
< Lip(f) ) _ I\l (s, o),

I'infimum est portée sur toutes les réprésentations de p on trouve R(f) € F(X)" et

|R(f)|| < Lip(f). Alors nous concluons que R est une application linéaire non expansive

de Lipg(X) dans F (X)".

*

Enfin, un simple calcul indique que R o S = idz(x)* et S o R = idy#. Donc X#* = F(X).

Pour la démonstration (i7) voir [I5]. m
Proposition 1.4.2 (a) Soit (X, d) un espace métrique pointé. L’application

5)(X—>JT(X>

11



1.4. Espaces Lipschitziens-libres

est l'injection isométrique non linéaire de X dans F (X).
(b) Soit E un espace de Banach et soit T : X — F une application lipshitzienne telle
que T (e) = 0. Alors il existe une unique application linéaire 77, : F (X) — FE telle que

T =Ty 00y et |T1] = Lip ().

F(X)
17
ox T N\
X S E

(c) Soient X et Y deux espaces métriques pointés et 7' : X — Y une application lipschitzi-
enne vérifiant T(0x) = Oy. Alors il existe une unique application linéaire

T:F(X)— F(Y) vérifiant Lip (T) = Hf” et by oT =T odx.

Autrement dit, le diagramme suivant commute

x I Y

ox | 1 oy

FX) L Fw)

(d) Si X,Yet Z sont des espaces métriques pointés , T' € Lipy (X, Y )et g € Lipo (Y, Z) ,Alors
ﬁ\T =go T
Preuve. (a) Pour tout z, 2’ € X et pour tout f € Lipy (X) on a

[0x (z) — dx (x/)H]-'(X) = [16x — 5z'Hf(X)
= sup  [(0z — 0o, )|

PEBF(x)*

= sup ‘(61 - 5x’> R(g)>| ) R(Q) =y

R(g9)€Bx(x)*

= sup [{(0; —du,9)|
9EB

sup [g(z) — g(2')]
9gEB x4

sup Lip(g)d (z,2')
9EB x#

d(z,2),

IN - IA

IN

12



1.4. Espaces Lipschitziens-libres

ce que implique [|0x (z) — dx (2)|| (x) < d(z,2"). Donc dx est lipshitzienne et Lip (6x) < 1.

Pour I'inégalité inverse, pour tout z,2’ € X on a

10x () = 0x (@)l pxey = [0z — 0wl ()
= sup |<5w_5a:’>f>|
feBX#

> ’<5:r_5x’7fx >‘
= |fz () — fo (z')| (voir la Proposition ( [[L.2.11))
= d(z,2').

On obtient finalement que

16x () = 0x ()l rxy = [162 = barll £
= d(z,1'),

et Lip(6x) = 1.

Pour la démonstration (b) voir [2I, Theorem 2.2.4].

(c) Peut étre facilement déduit de (b), est le lemme 3.1 dans [17]. Voir [16, Lemma 2.2] pour
un cas particulier.

(d) Passertion (¢) donne aux opérateurs T € L(F(X); F(Y)), § € L(F(Y); F(Z)) tels que
Sy oT = Tody et 670 g = gody. Clairement, g o T € Lipy(X,Z). Puisque dz o g
oT =GodyoT =GoTobx et GoT € L(F(X); F(Z)),on en déduit que g/o\T =GoT par

I'unicité donnée en (c). m

13



Chapitre 2

Opérateurs compacts et faiblement

compacts

2.1 Opérateurs linéaires compacts et faiblement com-

pacts

Dans cette section nous donnons quelques définitions, propriétés et notations qui concernent

les opérateurs linéaires compacts.

Définition 2.1.1 Soit (X, d) un espace métrique et soit K C X.On dit que K est compact

si toute suite (Ty,), .y de K contient une sous-suite convergente vers v € K.

Définition 2.1.2 Soit X un espace métrique complet. Une partie A de X est relativement

compacte St A est compact.

Proposition 2.1.1 Soit X un espace métrique complet. Une partie A de X est relativement
compacte si et seulement si pour tout € > 0, A peut étre recouverte par un nombre fini de

boules de rayon r (r <e).
Proposition 2.1.2 Tout fermé dans un compact est compact.

Définition 2.1.3 Soient E, F deuz espaces de Banach. Un opérateur T € L(E,F) est

compact (faiblement compact) si le sous ensemble T (Bg) est relativement compact (resp.

14



2.1. Opérateurs linéaires compacts et faiblement compacts

relativement faiblement compact) dans F. La collection de tous les opérateurs linéaires com-

pacts (faiblement compacts) de E dans F sera notée K (E, F) (respW (E, F)).

Proposition 2.1.3 L’ensemble K (E, F) des opérateurs compacts T : E — F' est un sous-

espace véctoriel fermé de L (E, F).

Preuve. L’ensemble IC (F, F') c’est un sous-espace vectoriel car si 7,5 € K (E, F') on a

(S+T)(Bg) € 5(Bg) +T(Bg),

et que cette somme est compacte (image du produit de deux compacts par 1'application
continue (x,y) — x + y).
Soit T, € K (E, F) tels que

1T — T”L(E,F) . 0.

— 00

Nous allons voir que 7' (Bp) est relativement compact. Soit € > 0. Il existe N > 1 tel que

HTN - T”,c(E,F) <

Pour tout « € Bg, on a donc

On peut écrire

Alors

Ceci termine la preuve de la proposition. m

2.1.1 Théoréme de Factorisation de W. J. Davis, T. Figiel, W.
B. Johnson et A. Pelczynski

Théoréme 2.1.1 [11] Soient E, F deux espaces de Banach et soit T € L(E,F). Les

assertions suivantes sont équivalentes

15



2.2. L’adjoient d’un opérateur linéaire

(1) L’opérateur T' est faiblement compact.
(17) 1l existe un espace de Banach réflexif G, un opérateur linéaire bornée S € L(G, F) et

un opérateur linéaire bornée g € L(E,G), tel que T = Sog.

E F
18

=/ 18

G

2.2 L’adjoient d’un opérateur linéaire

Soient F, F' deux espaces véctoriels normés. Pour un opérateur linéaire borné T € L (E, F) ,

on définit I'opérateur suivant 7™ : F* — E* par
(T (z),y") = (x,T*(y")), Ve ek, y"€F"
L’opérateur T™ s’appelle I’adjoint de T'.
Proposition 2.2.1 Soit T € L (E, F) alors T* est linéaire et | T|| = ||T*] .
Preuve. Soient y7,y5 € F*, et « € Kon a

(2, T*(ay; +13)) = (T(x), ayy +43)
= T (@), 97) + (T(2), 43)
= (&, aT"(y7)) + (2, T"(33))
= (z,aT"(y1) + T"(y3))-
Donc pour tout € E on a

T*(ayy +ys) = T (yy) +T"(y3)-

Ce qui implique que T est linéaire.

Il est aussi borné puisque

T@)HF
Tl =g

ly* (T'(z))] ly"|

IN

F*

IA

16



2.3. Idéal d’opérateurs linéaires

par conséquent

T* *
o 1C)]

l|lz||£0 |||

< |y llz- 171,

17" (y™)

F*

ce qui implique que T* € L (F*, E*) et ||T*|| < ||T|| . Pour montrer 'inégalité inverse, nous
prouvons que

7@ < IT* [ lzllg, Voe E.

L’opérateur ’adjoint implique que

Wy T@) < 1T Nzl
< Wl 1771 el
et
y* (T (z .
sup LN yre o, Ve e E.
lyeizo  Y* [ e

Ce qui termine la démonstration. m

2.2.1 Théoréme de Schauder et Théoréme de Gantmacher

Théoréme 2.2.1 (Théoréme de Schauder). Soit T € K(E,F). Alors nous avons
[’équivalence sutvante

(1) L'opérateur T est dans K (E, F).

(2) L’opérateur adjoint T* est dans IC(F™*, E*).

Théoréme 2.2.2 (Théoréme de Gantmacher). Soit T € W (E, F). Alors nous avons
[’équivalence suivante

(a) L’opérateur T est dans W (E, F).

(b) L’opérateur adjoint T* est dans W(F*, E*).

2.3 Idéal d’opérateurs linéaires

Définition 2.3.1 (Opérateur de rang fini). Soit E, F' deuz espace de Banach et T :

E — F un opérateur linéaire. On dit que T' est de rang fini si dim T (F) < oco.
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2.3. Idéal d’opérateurs linéaires

L’espace d’opérateurs linéaires de rang fini sera noté Ly (E, F).

Proposition 2.3.1 [I8, Page 25] Soient E et F' deux espaces normés. T € L (E,F) est de

rang fini si et seulement s’il existe n € N, tels que

n

T (z) = Z%’ (7)b; = Z(%’a@bi

=1

oup, € B etb; € F,i=1,.,n.

Définition 2.3.2 (Idéal linéaire) Un idéal d’opérateur linéaire I est une classe d’opérateurs
tels que pour tous E et F' Banach, on a

(1) I(E,F) est un sous-espace vectoriel de L (E, F)

(2) Ly (E,F)CI(E,F)

(3) Propriétés d’ideal: siT € T(E,F),ue L(X,E) etve L(FY)
alorsvoToueI(X,Y).

De plus, si||.|; : Z — RT satisfait

(i) (Z(E,F),|.|lz) est un espace normé (Banach).

(ii) H idg : K—K; A—idg () =\ HI: 1.

(i) [lv o T oully < [Jo[| [Tz lull -

Alors (Z(E,F),|.||;) s’appelle idéal de Banach d’opérateurs linéaires.
Proposition 2.3.2 L; est un idéal d’opérateurs linéaires.

Corollaire 2.3.1 Soit (T,,) une suite d’opérateurs continues de rangs finis de E dans F' et

soit T € L(E,F) tels que [T, = T|| gy — 0. Alors T € K(E, F).

Définition 2.3.3 (Opérateur linéaire approximable)
Soit E, F deux espaces de Banach. Un opérateur linéaire T € L(E, F') est dit approximable
si elle est la limite de la norme ||.|| d’une suite d’opérateurs linéaires de rang fini de E dans

F.
Corollaire 2.3.2 D’aprés le Corollaire tout opérateur approximable est compact

Proposition 2.3.3 Les ensembles d’opérateurs linéaires compacts K (E, F) et faiblement

compacts W (E, F) Sont des idéauz linéaires.
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2.4. Le dual d’un idéal d’opérateurs

2.4 Le dual d’un idéal d’opérateurs

Définition 2.4.1 Le dual d’un idéal T d’opérateurs linéaire est défini comme suit : pour

tous espaces de Banach E et F
7% E FY={uec L(E,F):u* € Z(F*, E")},

ot u* 1 F* — E* est U'adjoint de w. Il est bien connu que % est un idéal d’opérateurs.

Nous écrivons ||| zawa = [Ju*||7-
D’aprés les Theorémes (2.2.1]), (2.2.2)), on a
Corollaire 2.4.1 K = K™ et W = Wl

Preuve. On démontre que K = K%et W = W% On a

KB F) = {ue€L(E,F):u* € K(F*E)}
& ueK(E,F) daprés [2.2.]]
& K=Kl
et on a aussi
wWhe(E F) = {ueL(E,F):u" € W(F* E")}
& uw e W(E,F) dapreés [2.2.2)
& W= wh,

Ceci termine la preuve. =
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Chapitre 3

Opérateurs lipschitziens compacts et

faiblement compacts

3.1 Compacité pour les opérateurs lipschitziens
Soient X un espace métrique pointé et £ un espace de Banach, et soit ’application

T: X —F.

d(z,y)
Elle est claire que 'application 7' : X — E est lipschitzienne si son image lipschitzienne

L’ensemble {w cr,y e X, xv# y} est appelé image lipschitzienne de 7.

est bornée dans F, en effet si {% 2y e X, v # y} est bornée, alors il existe une
constante C' > 0 telle que
T(x)—-T
H%H < C, pour tout x,y € X.
x,y

Ce qui implique que ||T'(z) — T (y)|| < Cd(x,y). C'est-a~dire T" est lipschitzienne.

Définition 3.1.1 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach. On dit
qu’'un opérateur T € Lipy (X, E) est Lipschitzien compact (resp. Lipschitziene faiblement
compact), si son image lipschitzienne est relativement compacte (resp. relativement faible-

ment compacte) dans E.
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3.1. Compacité pour les opérateurs lipschitziens

On note par Lipok (X, E) et Lipow (X, E) l’ensembles d’opérateurs lipschitziens compacts

et faiblement compacts entre X et E, respectivement. On a
Lipor (X, E) C Lipow (X, E) C Lipy (X, E).
Notons que Lipok (X, E) et Lipow (X, E) sont des sous-espaces véctorieles de Lipy (X, F) .

Lemme 3.1.1 SoitT € Lipy (X, E). On consideére sur X = {(z,y) € X2 : z # y} Uapplication

suivante
bg: X —  (X#)

(z,y) +— 5 (x,y) =0y (voir Notation (1.4.1))).

7 (0 (%)) €72 (T (0 (%)) < T (12 (05 (X))

Preuve. OndemontrequeTL< ( )) CTL< ( ~<~>>>.Ona

5;(( ) (5 ( )) par définition).
7. (65 (X)) < 7o (T (05 (%))

Pour la deuxiéme inclusion on prend z; € T}, ( (5 % ( ))) Jz € T ((5 % (X' )) , telle

Alors

D’ou

que z; = Tp (%2), ce que implique il existe b, € I'(d¢ ( ) ) telle que, zo = limb,, et

bn = Z )\En)(s(w(71)7y§n)) d’ou
=1

AR

S

(22),
lim bn> ,

(115112 )\Z(,”)(S(Ign)’ygn))) ,

=1
= liTILHZAEn)TL (5(:0(_71)7?},@))) .
=1

Douz €T (TL (55( (X))) On obtient finalement que

7 (0 (%)) €7 (T (0 (X)) < T (72 (05 (X))

Ceci termine la preuve. m

I
S

[
-
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3.1. Compacité pour les opérateurs lipschitziens

Proposition 3.1.1 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach et soit
T € Lipy (X, E). Les assertions suivantes sont équivalentes
(1) T est lipschitzien compact.

(17) Ty, est compact.
Preuve. On a
Ty (05 (X)) = {T0 (s @y); wye X, o £y}

0z — 0
= {TL < y) cx,y € X, x y} (voir Notation ((1.4.1))
d(z,y)

LO(SJ?_ Loéy
= {T d(xj) ;a:,yEX,x;éy}
T (2)=T(y).
= {W,x,ye){,x#y}.

D “aprés le Lemme (3.1.1]) et la Proposition (1.4.1[(i7)), on a

17 ((55( <X)) c Ty (B]:(X)) cTl (TL (65( (X))) .

C’est-a-dire
{ T(x)—T(y)

d(z,y)
(17) = (i) On suppose que T}, est compact, donc T7, (B].-( X)) est compacte, alors
{ T(x)—T(y)

d(z,y)
est compact (voir la Proposition (2.1.2))), ce qui implique T" est Lipshitzien compact.

T(x) =T (y)

s x,y € X, I#y}cme({ d(z,y)

;€ X, w#y})

; ry € X, x#y},

(1) = (4i) On suppose que T" est Lipschitzien compact, donc
{ T(x)=T()
d(z,y)
est relativement compact, et par conséquence
r{ID-T
d(z,y)
est compact ( Si A est relativement compact = I' (4) est compact). On a aussi
T(x) =T (y)
d(z,y)

D’ou la Proposition ([2.1.2))) assure que 77, (Bf( X)) est compact = T, est compact.

1',’U7y€X7 x#z/}?
; 1,y € X, x%y},

TL(Bf(X))CF{ ;w,yEX,x;«éy}.

On obtient finalement que (i) < (ii). =
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3.1. Compacité pour les opérateurs lipschitziens

Proposition 3.1.2 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach et soit
T € Lipy (X, E). Les assertions suivantes sont équivalentes

(1) L’opérateur T' est lipschitzien faiblement compact.

(17) L’opérateur Ty, est faiblement compact.

(131) Ils existent un espace de Banach réflexif F, un opérateur linéaire bornée S € L(F, F)

et un opérateur lipschitzien g € Lipy(X, F), tel que T = S o g.

Preuve. La preuve de la Proposition est valable pour montrer I’équivalence entre
(i) et (43). Si (ii) est vraie, en appliquant le Théoréme de Davis-Figiel-Johnson-Pelczynski
[11], il existe un espace de Banach réflexif F' et deux opérateurs linéaire S € L(F, E) et
Re L(F(X),F)telque T, = SoR.Soit g= Rodx, il est Clairement, g € Lipy(X, F), et
T=T,o0x =SoRodx = Sog,cequiprouve (7). Enfin, (i) implique (i7) est trivial. m

Nous montrons maintenant la propriété idéale pour ces nouvelles catégories d’opérateurs

lipschitziens.

Proposition 3.1.3 Soient X et Y deux espaces métriques pointés, et soient E et I deux
espaces de Banach. Soit h € Lipy(Y,X) et S € L(E,F). Si T € Lipox(X, E), alors
SoTohe LZpOK(KF>

Preuve. Par ([17, Lemma 3.1]), il existe un unique opérateur linéaire
h:F(Y)— F(X)

vérifiant h o 0y =0xoh

Y hox T, g 2, R

oy | oxl T

FY) 5 F(x)

L’application S o T oh € Lipy(Y,F). En effet, on a |SoT oh(zx)—SoToh(y)| <
|\S|| Lip (T') Lip (h) d (x,y) et (SoT oh)(0) = 0. Alors, par la Proposition (1.4.2{ (b)), il
existe une unique application (S o T o h); telle que SoToh = (S oT o h); ody. C'est-a-dire,

on a le diagramme suivant

Y SoToh F
-

oy L/ (SoToh)
FY)
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3.2. Idéal d’opérateurs lipschitziens

OnaSoT,ohe L(F(Y),F)alors (SoToh), =SoT,ohe K(F(Y),F), en appliquant
la Proposition (3.1.1)), on obtient SoT o h € Lipog (Y, F). =

Proposition 3.1.4 Soit X etY deux espaces métriques pointés et soit E et I’ deux espaces
de Banach. Soit h € Lipy(Y,X) et S € L(E,F). SiT € Lipow(X, E), alors SoT oh €

Preuve. La preuve de la Proposition (3.1.3) est valable pour montrer la Proposition
(3.1.4), mais nous préférons une nouvelle approche. Si T' € Lipow (X, F), alors T' admet un

factorisation sous la forme

y "~ x I g 2 F
R| g
F

avec g € L(F,E) et R € Lipy(X, F), F un espace de Banach réflexif. On a SoT oh =
S ogo Roh. Par la Proposition (3.1.2), on obtient SoT o h € Lipow (Y, F). =

3.2 1Idéal d’opérateurs lipschitziens

3.2.1 Opérateurs lipschitziens de rang fini

Définition 3.2.1 Soient X un espace métrique pointé et £ un espace de Banach. Un
opérateur lipschitzien T € Lipy(X, E) est Lipschitzien de rang fini si le sous espace vectoriel

vect {%; rye X, v# y} C E est de dimension fini.

Remarque 3.2.1 Soient E un espace vectoreil est soit X un sous ensemble de E un opéra-
teur T : X — FE (n’est pas nécessairement linéaire) est de rang fini si le sous espace

vectoriel vect{T'(z), x € X} C E est de dimension fini.

Proposition 3.2.1 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach et soit
T € Lipy (X, E). Les assertions suivantes sont équivalentes

(1) L’opérateur T est lipschitzien de rang fini.

(17) L’opérateur T' est de rang fini.

(i43) La linéarisation Ty, € L(F(X), E) est de rang fini.
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3.2. Idéal d’opérateurs lipschitziens

Proposition 3.2.2 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach et soit
T € Lipy(X,E). Si T est de rang fini, alors T admet une représentation de la forme
T = Z?:l Vigi ;Ui c E, gi c X#

Preuve. Soit T'= Y7  v;g; ;v; € E, g; € X*. Pour tout = € X, on a

T(z) =Tpodx(x)
=Tro0 5:v
= Z?:l Soz (Qf) (% 05x7 sz € F(X)*a (% € E
= 22;1 ©; (0z) v;
=>"  R(g:) (6)v; telle que R (g;) = p,; voir la Proposition (1.4.1] (i) )
= Z?:l i (z) v;.

Ceci termine la preuve de la proposition. m

Définition 3.2.2 (Opérateur Lipschitzien approximable) Soit X un espace métrique
pointé et £ un espace de Banach. Un opérateur lipschitzien f € Lipo(X, E) est dit Lip-
schitzien approximable, s’il est la limite de la norme Lip(.) d’une suites d’opérateurs lip-

schitziens de rang finis de X dans E.

Il est clair que tout opérateur Lipschitzien approximable de X dans F est Lipschitzien

compact, en appliquant les Propositions (1.4.2] (b)), (3.1.1)) et (3.2.1]).

3.2.2 Version Lipschitzienne du Théoréme de Schauder et Théoréme
de Gantmacher
Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach. Sawashima [19] a défini

I'adjoint lipschitzien T# : Lipy(E) — Lipo(X) d’une application lipschitzienne T' &
Lipy(X, E) par la formule
T#. Lipo(E) —  Lipo(X)
g — T#(g)=goT

L’opérateur T#est linéaire continu et | 7#|| = Lip (T') . La restriction de T# sur E* définit
un opérateur linéaire continu appelé 'opérateur transposé lipschitzien de T et noté ici par

T'et on a aussi ||T"|| = Lip(T) .
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3.2. Idéal d’opérateurs lipschitziens

Théoréme 3.2.1 Soient X un espace métrique pointé et E2 un espace de Banach et soit
T € Lipy (X, E). Les assertions suivantes sont équivalentes
(1) T est lipschitzien faiblement compact.

(ii) T est faiblement compact de E* dans X7.

Preuve. (i) < (ii) Soit I'isomorphe isomtrie S comme indiqué dans la démonstration
du Proposition (1.4.1)).
S: F(X)" — Lipy(X).
D’ou
T € Lipow (X, E) T, e W(F(X),E)
(Tr) e W(E*, F (X))
So(TL)" e W (E*, X*)
& TteW (B X#),
en appliquant la Proposition , le Théoreme de Gantmacher (voir la Proposition

Tt ¢3¢

(2.2.2))), le fait que l'espace d’opérateurs linéaires faiblement compacts est un Banach
d’opérateur idéal linéaire injectif et P'égalité T" = S o (T)" comme indiqué dans la dé-
monstration du Proposition (1.4.1). m

Nous formulons maintenant une version Lipschitzienne du théoréme de Schauder sur la

compacité de ’adjoint d'un opérateur linéaire compact.

Théoréme 3.2.2 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach et'T' €
Lipy (X, E) . Les assertions suivantes sont équivalentes
(1) T est lipschitzien compact.

(ii) Tt est compact de E* dans X7.

Preuve. D’aprés la Proposition , le théoréme de Schauder et le fait que ’espace
d’opérateurs linéaires compacts entre les espaces de Banach est un Banach d’opérateurs
idéal linéaire injectif, on en déduit que

T € Lipog (X, F) & TpeK(F(X),E)
& (Ty) e K(E*F (X))
& So(Ip) e K(E* X*#)
& T e K (B X*),
Ceci termine la preuve de la proposition. m
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3.2. Idéal d’opérateurs lipschitziens

3.2.3 1Idéal d’opérateurs lipschitziens

Le but de cette section est de présenter le concept d’idéal d’opérateur Lipschitzien qui est

introduit par [1] .

Définition 3.2.3 (Idéal Lipschitzien) Un idéal d’opérateur lipschitzien Iy, est un sous
classe de Lipg tel que pour tout espace métrique pointé X et tout espace de Banach E, les
composants Ly, (X, E) = Lipy(X, E) NI, satisfait

(1) Zrip(X, E) est un sous espace vectoriel de Lipy(X, E)

(ii) vg € I1;p(X, F) pour v € F et g € X¥

(i7i) Propriété d’idéal: si S € Lipy(Y,X), T € I1;,(X, E) et w € L(E,F)

alorswoT oS € Ir;,(Y, F).

De plus, si||.||z,, : Zrip — [0, +oo[ satisfait

(i) (Zrip(X, E), ||||ILp) est un espace normé (Banach) et Lip(T) < ||T||z,,, pour tout T €
Trip(X, E)

(231) |lidg : K — K, idg(\) = )‘HIMP =1

(i) hwo T o Slly,, < Lip(S) [Tl
Alors, (Z1ip(X, E),

jwl].

"”Iu,p) s’appelle idéal de Banach d’opérateurs lipshitziens.

Les auteurs dans leurs article [I, section 3|, ont donné deux maniéres pour créer un idéal

d’opérateur lipschitzien.

3.2.4 Méthode de Composition

Définition 3.2.4 Soit T un idéal d’opérateurs linéaires, un opérateur lipschitzien T €
Lipo(X, E) appartient a opérateur composition d’idéal lipschitzien T o Lipy notée T €
ZoLipy(X, E), s’il y a un espace de Banach F', un opérateur lipschitzien S € Lipy(X, F) et
un opérateur linéaire uw € I(F,E), telle que T'=wo S. Si (Z,||.||;) est un opérateur idéal

normé, et nous écrivons ||T'||z,p,,, = inf [lu|; Lip(S).

Proposition 3.2.3 Soit Z un idéal d’opérateur linéaire, pour T € Lipy(X, E). Les asser-
tions suivantes sont équivalentes

(1) T € ZoLipo(X, E).
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3.2. Idéal d’opérateurs lipschitziens

(2) Ty, € T(F(X), B).

Si (Z, ||.lz) est un opérateur idéal normé, on a (T 1,1, = Tz llz-

Preuve. (1) = (2) Supposons que T' € 7 o Lipy(X, E). Ensuite, il existe un espace de
Banach F', un opérateur lipschitzien S € Lipy(X, F') et un opérateur linéaire u € Z(F, F) de
telle sorte que T' = woS. Depuis T, = uoSy, la propriété idéale garantit que Ty, € Z(F(X), E).

Si (Z,]|.|l7) est normé alors
ITellz = llwo Sclly < lullz [[Scll = [lullz Lip(S).

Prendre I'infimum sur toutes ces factorisations nous obtenons || 7% |z < [|T'[| £4L4,,-
(2) = (1) Considérons la factorisation de T donnée par T = T, o dx. De plus dx est
Lipschitzien et T}, € Z(F(X), E), puis T' € ZoLipy(X, E) et, si (Z, ||.||) est normé on a

1T lhgure = 172 0 Sxllzorpe < T2 ]z Lip(6x) = T2l -

Ceci termine la preuve de la proposition. m

Corollaire 3.2.1 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach. On a
o Lipox(X, E) = K o Lipg(X, E) isométriquement.
e Lipow (X, E) = Wo Lipy(X, FE) isométriquement.

Proposition 3.2.4 SiT est un (normé, fermé, Banach, injective) opérateur idéal alors, T o

Lipg est un (respectivement normé, fermé, Banach, injective) idéal.d opérateur Lipschitzien

Corollaire 3.2.2 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach. Les
espaces Lipox (X, E) et Lipow (X, E), sont des espaces de Banach d’idéal Lipschitzien in-

jectif, avec la norme Lip(.).

3.2.5 Meéthode de dualité

Définition 3.2.5 Le dual d’idéal T d’opérateur lipschitzien est défini par

Thivo—duval( X F) = {T € Lipy(X,E) : T" € T(E*, X*)}.
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3.3. Autres types d’opérateurs lipschitziens

Théoréme 3.2.3 [1, Théorém 3.9] Soit T un idéal d’opérateur linéaire Alors,
ILipo—dual — IdualOLipo.

Corollaire 3.2.3 Un opérateur lipschitzien est compact (faiblement compact) si, et seule-

ment si, son transposé est compact (faiblement compact).

Preuve. Nous obtenons les résultats directement & partir du Corollaire ( [3.2.1)) la
Proposition (2.4.1)) et le Théoréme (3.2.3). En effet, ils donnent les égalités

Lipoe = KoLipy = K™% Lipy = KFPo~dual o Lipoy = WoLipy = Wo Lip, = Wkiro—dual

Ceci termine la preuve. m

3.3 Autres types d’opérateurs lipschitziens

3.3.1 Opérateur lipschitzien p-intégral

Soient E, F deux espaces de Banach, et 1 < p < oco. un opérateur 7" € L (E, F) est
p-intégral s’il existe un mesure probabilité p et deux opérateurs A € L(Lp(u), F**) et

B € L(FE, Loo(p))tels que le diagramme suivant est commutatif

Loo(i) =3 L, (1)
BT 1A
E-L o JE e

ol Ioo p : Loo(pt) — Lp(p) est Popérateur d’inclusion.

J. D. Farmer et W.B. Johnson, ont introduit la généralisation suivante dans [14]. Soient
X, Y deux espaces métriques pointés, et 1 < p < oo. un opérateur lipschitzien T €
Lipo(X,Y) est un opérateur lipschitzien p-intégral s’il existe une mesure probabilité p et
deux opérateurs lipschitziens a € Lipo(Lp(1), (Y#)*), et b € Lipo(X, Loo(pt)) tels que le

diagramme suivant est commutatif
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3.3. Autres types d’opérateurs lipschitziens

ou J& Y — (Y#)*est I'isométrie canonique.

Lipo,1(X,Y) Pensemble de tous les opérateurs lipschitziens p-intégraux de X dans Y. et

Lip,(T) = inf Lip(a).Lip(b)

3.3.2 Opérateur lipschitzien fortement p-intégral

Soient X, Y deux espaces métriques pointés, et 1 < p < co. un opérateur T' € Lipy(X,Y) est
appelé un opérateur lipschitzien fortement p-intégral, s’il existe un mesure probabilité y, un
opérateur linéaire borné A € L(Lp(p), (Y#)*), un opérateur lipschitzien b € Lipo(X, Loo(1t))

tels que le diagramme suivant est commutatif

Ioop
Loo ()  —> Ly(p)
b1 1A
T JE
X —-Y = (Y#)*
On définit

Lipysi(T) = inf || A || .Lip(b)

et Lipopsi(X,Y) est I'ensemble de tous les opérateurs lipschitziens fortement p-intégral

de X dans Y.

Proposition 3.3.1 Soient X un espace métrique pointé, E un espace de Banach et 1 <
p < oo. Chaque opérateur lipschitzien fortement p-intégral de X dans E est lipschitzien

faiblement compact.

Preuve. Soit T : X — FE un opérateur lipschitzien fortement p-intégral, donc on a la

factorisation suivante

X = pe
I Iopob A
LP(M)

Sip > 1, alors L,(p) est réflexif, d’ou par la Proposition lopérateur Jp o I est

lipschitzien faiblement compact et ainsi est également 7" par la Corollaire (|3.2.2) ).

30



3.3. Autres types d’opérateurs lipschitziens

Pour le cas p = 1, soient ¢ > 1 et 'opérateur I : Lo () — L1 (n). Donc on a la

factorisation suivante

xLp = E
l Ioo,q ob / Ioo,loA
Lq (:U“)a

ou I, et I 4 sont les injections canoniques. L’espace L, () est réflexif, d’ou par la Propo-

sition (3.1.2)) I'opérateur Jg o F est lipschitzien faiblement compact, et ainsi est également

T par le Corollaire (3.2.2). m

3.3.3 Opérateur lipschitzien p-nucléaire

Soient F, F' deux espaces de Banach. un opérateur T' € L (E, F') est p-nucléair s’il existe
deux opérateurs A € L({p, F) et B € L(F, ) et un opérateur diagonal My € L({, lp)

induit par une séquence A € {p telle que le diagramme suivant est commutatif

éoo & KP
B1 LA
E I F

Les opérateurs lipschitziens p-nucléaires ont été introduits par D. Chen et B. Zheng
dans [5] pour les applications d’un espace métrique dans un espace de Banach .Soient X, Y
deux espaces métriques pointés, On dit que T' € Lipy(X,Y') est un opérateur lipschitzien p-
nucléaire s'il existe a € Lipy({p,Y), b € Lipy(X, ) et Vopérateur diagonal M, € L({w, p)
induit par une séquence A € /p telle que le diagramme suivant est commutatif

My

Eoo — gP
b1 la
x v

et
Lip,n(T) = inf Lip(a). | My || .Lip(b)

et Lipo,n(X,Y) est I'ensemble de tous les opérateurs lipschitziens p-nucléaires de X dans

Y.
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3.3. Autres types d’opérateurs lipschitziens

3.3.4 Opérateur lipschitzien fortement p-nucléaire

Soit 1 < p < oo. Soient X un espace métrique pointé, £ un espace de Banach et 1 < p < oc.
Un opérateur T' € Lipo(X, E) est appelé lipschitzien fortement p-nucléaire s’il existe, un
opérateur linéaire borné A € L(¢,, E), un opérateur lipschitzien b € Lipy(X,l) et un

opérateur diagonal M) € L({,¥,), tel que le diagramme suivant est commutatif

x L E
bl 1A
b 2 4,

Proposition 3.3.2 Soient X un espace métrique pointé, E un espace de Banach et 1 <
p < 0o. Chaque opérateur lipschitzien fortement p-nucléaire de X dans E est lipschitzien

faiblement compact.

Preuve. Soit T': X — E un opérateur lipschitzien fortement p-nucléaire. Donc on a la

factorisation suivante

T=AMb: X 50, 20, 4 B
Soit by, le linéaristion de b. Donc 'opérateur T, admet la factorization suivante

T, = AMyby - X 20, M0 A B

P

Ce qui implique que T}, est p-nucléaire et par [, Corallaire 2.2.5] T}, est faiblement compact.

Alors T est Lipschitzien faiblement compact. =

Proposition 3.3.3 [15, Proposition 2.7] Soient X un espace métrique pointé, E un espace
de Banach et 1 < p < oco. Chaque opérateur lipschitzien fortement p-nucléaire de X dans

E est Lipschitzien compact.

3.3.5 Opérateurs lipschitziens p-sommants

La version non linéaire d’opérateurs p-sommants a été introduite par J.D. Farmer et W.B.
Johnson dans [14]. Il sont appelés opérateurs Lipschitzien p-sommants. Soient (X, dx) est
un espace métrique pointé et (Y, dy) est un espace métrique. La boule unité Byx de X7

est compacte pour la topologie de convergence simple de X.
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3.3. Autres types d’opérateurs lipschitziens

Définition 3.3.1 On dit que Uopérateur T : X — Y est Lipschitzien p-sommant (1 < p <

0), Si
AC > 0 telle que ,Yn € N,V(2;)1<i<n, V(¥i)1<i<n C X

Do (1), T < €7 sp 377 1fm) = )P

La plus petite constante C' possible est notée par Lip,s(T), et on note par Lipoys(X,Y)

I’espace d’opérateurs Lipschitziens p-sommants.

SiY est un espace de Banach, alors 'espace Lipo,s(X,Y") est un espace de Banach muni

de la norme Lip,s (.). Si T est linéaire alors Lip,s (T") < m, (T).

Proposition 3.3.4 (Proprieté idéal) Soient X, Y, E, F des espaces métriques. Soit v :
E — X, w:Y — F des fonctions Lipschitziennes et T : X — Y wun opérateur Lip-

schitzien p-sommant. Alors l'opérateur wT'v est Lipschitzien p-sommant et Lip,s (wTv) <

Lip(w) Lip,s (T') Lip(v).

Preuve. Soit (z;)1<i<n €t (¥i)1<i<n C X, on a

n n

> dp (wTo(w), wTo(y,))” < Lipw)?y_ dy (To(x:), To(y:))”
=1 =1
< Lip(w)"Lipps (T)" Sup Zlf v(w:)) — fo(y:)P
X# =1
< Lip(w)PLipys (T)" Lip(v)? sup Z|L{;1;) ) — 225 ()P
f€ X# =1
< Lip(w)Lip,s (T)? Lip(v)? sup Z!g — gy
gGBE# i=1

D’ot wTv € Lipoys(E, F) et Lip,s (wTv) < Lip(w)Lip,s(T)Lip(v). m

3.3.6 Opérateur lipschitzien fortement p-sommant

La version lipschitzienne d’opérateurs fortement p-sommants (1 < p < 00) a été introduite

par R. Yahi, D. Achour et P. Rueda [22]. et sont appelés opérateurs lipschitziens fortement

33



3.3. Autres types d’opérateurs lipschitziens

p-sommants. Soit 1 < p < oco. Un opérateur lipschitzien T' € Lipo(X, E) est appelé
lipschitzien fortement p-sommant, s’il existe, un espace de Banach F' et un opérateur S €

Dp (F,E) (ie., S* € I, (E*, F*)) tels que
[y, T (z) =T ()] < d(w,2")[|5" (v - (3.1)

Pour tout z, 2’ € X;y* € E*. On note par Dép (X, E) Pensemble d’opérateurs lipschitziens
fortement p-sommants, entre X et E. Pour tout T € DL (X, E) on pose d% (T) =

st,p st,p
inf d, (S5) . tel que S vérifie I'inégalité (3.1).

Proposition 3.3.5 Soient X un espace métrique pointé, E un espace de Banach et 1 <
p < oo, tout opérateur fortement lipschitzien p-sommant entre X et E est Lipschitzien

faiblement compact.

Preuve. Dans [22, Théoréme 4.1], on a

T € D-

st,p

(X,E) & T' € I,(E*, X*).

Comme tout opérateur g-sommant est faiblement compact (voir [10]) alors d’aprés la Propo-
sition (3.2.1)), tout opérateur fortement lipschitzien p-sommant entre X et E est Lipschitzien

faiblement compact. m
Proposition 3.3.6 Soit X, Y deux espaces métriques pointés, et soit 1 < p < oc.

(a) Lipopn (X,Y) C Lipopr(X,Y) et Lip,(T) < Lip,n(T') pour chaque T' € Lipg,n(X,Y).
(b) Lipopr(X,Y) C Lipops(X,Y) et Lip,s(T') < Lip,;(T) pour chaque T € Lipo,(X,Y).
Preuve. (a) Soit T' € Lipg,n(X,Y) et considérons une factorisation typique de Lip-
schitzien p-nucléaire pour 7"
Y.

T=alMyb: X -5 0 2250,

Il est connu (voir par exemple [10, P.111]) que lopérateur linéaire M), est strictement

p-intégral, c’est-a-dire admet une factorisation

My = AL, B : loe 2 Log (1) =2 L, (1) -5 0,
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3.3. Autres types d’opérateurs lipschitziens

ou 4 est une mesure de probabilité, A € L(Lp(p),£y) et B € L(lo, Loo(pt)). De plus, la
norme strictement p-intégrale de M) définie par inf || A || . || B || ou I'infimum est pris sur
toutes ces factorisations est || M) || . Nous arrivons donc & une factorisation de Lipschitzien

p-intégral pour T :

L
JLT = JEaAL, ,Bb: X~ 0 25 Lo () =3 L, () 25 0, - ¥ 25 (v#),

Par conséquent T' € Lipg,;(X,Y) et Lip,;(T) < Lip(aA)Lip(bB) < Lip(a) | A |||| B |
Lip(b). En passant deux fois a I'infimum, on obtient Lip,;(T) < Lip(a) || My || Lip(b) et

Lipys(T) < Lippn(T).
(b) Soit T' € Lipo,r(X,Y) et on prend une factorisation de Lipschitzien p-intégral

JET = alopb: X~ Lo (1) =5 L, (1) —2 (Y#),

on remarque que I, est p-sommant avec T, (I ,) = 1 par [10, 2.9 (d)]. Par conséquent
Iwp € Lipops(Loo (1), Ly (1)) et Lipps(loop) = 1 par [14, Theorem 2]. Alors JET est
dans Lipo,s(X, (Y#)*) par sa propriété idéale. Par sa propriété d’injectivité, il s’ensuit que

T € Lipyys(X,Y) et
Lipys(T) = Lippg(JéT) = Lipps(alspb) < Lip(a)Lipys(Is,)Lip(b) = Lip(a)Lip(b)

Puis la relation Lip,s(T") < Lip,;(T') suit facilement. m
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Chapitre 4

Opérateurs lipschitziens libres

compacts et faiblement compacts

4.1 Compacité pour les opérateurs lipschitziens libres

D’apres [15] Definition 2.1], Soient X un espace métrique pointé et Y un espace de Banach.
On dit qu’un opérateur 7" : X — Y est Lipschitzien compact (resp. Lipschitzien faiblement
compact) si 'ensemble
T(x)—-T
(010, ex 2 p)
d(z,y)
est relativement compact (resp. relativement faiblement compact) dans Y. Notre objectif
maintenant est d’introduire cette propriété pour les opérateurs prenant des valeurs dans un
espace métrique pointé Y. Le probléme qui souléve I’éventuelle absence de structure linéaire

dans un tel espace Y peut étre évité si 'on observe d’aprés la Proposition (|1.4.2] (a)) cet

opérateur T': X — Y est Lipschitzien si, et seulement si, I’ensemble

01(z) — OT(y) }
— —rxyeX, x
{ d(z,y) Y 7Y

est borné dans F (V) C (Y#)*. Cela motive les concepts suivants.

Définition 4.1.1 Soient X, Y deux espaces métriques pointés. On dit qu’un opérateur
T : X — Y est Lipschitzien libre compact (resp. Lipschitzien libre faiblement compact) si

[’ensemble

{ 07(2) — 07(y)

rx,y € X, x#y}
d(z,y)
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4.1. Compacité pour les opérateurs lipschitziens libres

est relativement compact (resp. relativement faiblement compact) dans F (Y').
On note par Lipopx (X,Y) et Lipopw (X,Y) Pensembles d’opérateurs lipschitziens libres

compacts et faiblement compacts entre X et Y, respectivement. On a
Lipori (X, Y) C Liporw (X, Y) C Lipg (X, Y) .
Dans le cas ol Y est un espace de Banach, nous avons le fait suivant.

Proposition 4.1.1 Soient X un espace métrique pointé et Y un espace de Banach. Chaque
opérateur lipschitzien libre compact (resp Lipschitzien libre faiblement compact) de X dans

Y est lipschitzien compact (resp Lipschitzien faiblement compact).

Preuve. SiT : X — Y est un opérateur Lipschitzien libre compact (resp. Lipschitzien

libre faiblement compact), alors I’ensemble

{%w—%m
d(z,y)

est relativement compact (relativement faiblement compact) dans F (Y) . par [16, Lemma

e oi)

2.4], il y a un opérateur linéaire borné 5y de F (YY) dans Y tel que Sy o dy (y) = y pour
y € Y. 1l s’ensuit que

T(x)=T(y) _ 01() — 1)) |
(i v wof= (o (Ba®) e x o)

est relativement compact (relativement faiblement compact) dans Y, et alors T" est lip-
schitzien compact (resp Lipschitzien faiblement compact). m
Nous étudions maintenant la relation entre la compacité lipschitzienne libre d’un opéra-

teur lipschitzien et sa linéarisation.

4.1.1 Théoréme de Schauder pour les opérateurs lipschitziens li-

bres compacts

Théoréme 4.1.1 (Théoréme de Schauder).Soient X, Y deuz espaces métriques pointés
et T € Lipo(X,Y). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) L’opérateur T' est lipschitzien libre compact.

(ii) L'opérateur T est compact dans L(F(X), F(Y)).

(iii) L’opérateur T# est compact dans L(Y#, X#).
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4.1. Compacité pour les opérateurs lipschitziens libres

(6x—0y
d(z,y)

Preuve. On pose X = {(z,y) € X2:x #y}, 65 : (z,y) — ) de X dans F(X),

on prend son image 0 ¢ <)~( ) et on note que

Sos () L S 97w — 01 |

Comme Br(x) = T <5X(X)> par le Lemme (3.1.1)) et la Proposition (|1.4.1)), I’équivalence

entre (i) et (i7) découle d’'inclusions

T (55( (X)) cT (F (55((5())) cT (f (55( (X))) .
L’équivalence entre (i7) et (iii), par la Proposition (1.4.2]) en appliquant le théoréme de

Schauder et la propriété idéale d’opérateurs linéaires compacts entre les espaces de Banach.

4.1.2 Théoréme de Gantmacher et Théoréme de Factorisation
de Davis-Figiel-Johnson-Pelczynski pour les opérateurs lip-

schitziens libres faiblement compacts

Théoréme 4.1.2 Soient X, Y deux espaces métriques pointés et T € Lipo(X,Y). Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(a) L’opérateur T est lipschitzien libre faiblement compact.

(b) L opérateur T est faiblement compact dans L(F(X), F(Y)).

(¢) L’opérateur T# est faiblement compact dans L(Y#, X*#).

(d) Il existe un espace de Banach réflexif F, un opérateur linéaire bornée f € L(F,F(Y)) et
un opérateur lipschitzien b € Lipy(X, F), tels que 0y o T = fob.

Preuve. De méme que dans la preuve de Théoréme 4.1.1, on peut prouver que (a), (b)
et (c) sont équivalentes. Maintenant, si (b) est vraie, alors il existe un espace de Banach
réflexif F et un opérateur f € L(F,F(Y)) et S € L(F(X),F), tel que T = foS en
appliquant le Théoréme de Factorisation de Davis-Figiel-Johnson-Pelczynski [I1]. On pose
b= Sodx. Clairement, b € Lipy(X, F) et dy o T = focSX =foSody = fob. Alors (d)

suit. Enfin, on suppose que (d) est vraie. On a

Uty rve%os oy =0 (M) o o).

38



4.1. Compacité pour les opérateurs lipschitziens libres

on note que
b(x)—0>
bla) b () rye X, xFy
d(z,y)
est un sous-ensemble borné de l’espace de Banach réflexif F' et par conséquent, il est
relativement faiblement compact. Puisque un opérateur linéaire 1" entre des espaces normés

est norme & norme continue si, et seulement si, il est faible a faible continue, il s’ensuit que

V(") o o)

est un sous-ensemble relativement faiblement compact de F(Y'), et on obtient (a). m

Proposition 4.1.2 Soient X, Y deux espaces métriques pointés et 1 < p < oo. Chaque
opérateur lipschitzien fortement p-intégral de X dans Y est lipschitzien libre faiblement

compact.

Preuve. Soit T' € Lipg,si(X,Y) et on prend un factorisation lipschitzienne fortement
p-intégrale
JET = Ao b X —2 Lo (1) 5 L, (1) =5 (V#)".
Sip > 1, alors L, (1) est réflexif et donc 7" est lipschitzien libre faiblement compact par
le théoreme 4.1.2. Pour p = 1, prendre ¢ > 1 et factoriser I 1 : Loo(pt) — L1(u) par 'espace

L, (p) sous la forme

Ieo,q Iq,
[oo,l = [q,l o [oo,q: Loo (M) — Lq (:u) —1> Ll (:u) :

Ensuite, nous obtenons la méme conclusion. m

4.1.3 Propriété idéale des classes d’opérateurs lipschitziens libres.

Proposition 4.1.3 Soient X, Y, Z etV des espaces métriques pointés, T € Lipy(X,Y) et
h € Lipo(Z,V). Si g € Liporpx (Y, Z) (resp Lipopw (X,Y)), alors hogoT € Lipypi (X, V)
(resp Liporw (X, V)).

Preuve. On suppose que g € Lipopx (Y, Z). Alors h € K(F(Y), F(Z)) par le théoréme
m Puisque K(F(Y), F(Z)) est un opérateur idéal de Banach, alors hogoT € K(F(X), F(V)).
Par la Proposition (d)) il s’ensuit que ho/g?T € K(F(X),F(V)). Cela signifie que
hogoT € Lipyrk (X,V) par le théoréme [1.1.1] Le cas Lipopw est prouvé de la méme

maniére. |
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4.2 Relations entre un opérateur 7' et T (p-sommant,
p-intégral, p-nucléaire).

Théoréme 4.2.1 Soient X, Y deux espaces métriques pointés, T' € Lipy(X,Y) et 1 <p <

Q.

(1) Si L’opérateur T est p-sommant, alors T est Lipschitzien p-sommant et Lipys (T') <

- (7).
(11) Si L’opérateur T est p-intégral, alors T est Lipschitzien p-intégral et Lip,; (T') < ¢, (f) )

(1i1) Si L’opérateur T est p-nucléaire, alors T est Lipschitzien p-nucléaire et Lip,y (T) <
(7).
Preuve. (i) On remarque d’abord que, Par la Proposition (1.4.2| (d)),
A(T (), T ) = [or) = dr| = | o dx = T oy | = [T (6x — ov)|

pour tout x,y € X. Si T est p-sommants, on a

(Z TG ) "< (7) b (Z |F<%->|p> '

pour tout ensemble fini de vecteurs {v;};_, dans F(X). Alors

(Zd@(xi),T@i))p)p < 7 (T) sw (ZlF(axi—am)

o=

FeBreox \i=1

= (1) o (St o)

9EBx# =1
Par conséquent, T € Lipg,s(X,Y) et Lipys (T') < m, (f) .
(1) Si T est p-intégral, on prend un factorisation p-intégrale sous la forme

B Ioop

JronT = Aoy B : F(X) =25 Lo (1) =3 L, (1) == F(Y)™

Soit Ir(y),y#)- Vopérateur d’inclusion de F(Y') a (Y#)*. En utilisant cela (Qy)*Jry) =
Lryy y#ys, Oy oT = To dx et Ippy) y#) 00y = J&, on obtient la factorisation de Lipschitzi-
enne p-intégrale suivante pour 7"

A

JET = (Qy) AL yB o by : X 25 F(X) 2 Lo (1) =23 L, () =5 F(v)™ @ (v
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Par conséquent 7' € Lipo,;(X,Y) et

Lipyr (T) < Lip (Qy)"A) Lip(Bodx) <[ A || B -

On déduit que Lip,; (T') < ¢, (T) :

(7ii) Prenons une factorisation p-nucléaire pour T
T = AM\B: F(X) 2 0o 20, 2 F(Y).
On déduit une factorisation de Lipschitzienne p-nucléaire pour 7"

T =6 AMyB ody : X 25 F(X) 2o, 0 A 50(v) 20y

Remarque 4.2.1 Les conversions dans le théoréme ne tiennent pas toujours. on
note que l'opérateur d’identité I sur R est p-nucléaire et donc Lipschitz p-nucléaire, mais sa
linéarisation I est Uopérateur d’identité sur l’espace de Banach & dimension infinie F(R) et

done, ne peut pas étre p-sommant par le théoréeme de Dvoretzky-Rogers[10, 2.18].
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