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Notations

L(E;F ) Espace des applications linéaires.

L(E;F ) Espace des applications linéaires continues.

E� Espace dual de E.

i Injection canonique.

e Elément neutre ou distingué, on prend 0 si X est normé.

M0 Ensemble des espaces métriques complets pointés.

K Corps des scalaires K ( K = fR;Cg):
Lip(X;E) Espace de toutes les fonctions lipschitziennes bornées deX dans E.

Lip0(X;E) Espace de toutes les applications lipschitziennes de X dans E nulles au point e.

X# Espace des formes lipschitziennes sur X:

~X Ensemble dé�nis par f(x; y) 2 X2 : x 6= yg :
F(X) Espace de Lipschitz libre

`1 (X) Espace des fonctions borneés de X dans R.

BX Boule unité fermée de l�espace X.

K(E;F ) Espace de tous les opérateurs linéaires compacts de E dans F:

W(E;F ) Espace de tous les opérateurs linéaires faiblement compacts de E dans F:

T � Adjoint de l�opérateur linéaire T .

T# Adjoint de l�opérateur lipschitzien T .
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Introduction

En 2009 J. D. Farmer et W. B. Johnson [14] ont introduit la version lipschitzienne d�opéra-

teurs p-sommants, ils ont prouvé la première propriété de base. Depuis lors, beaucoup

d�auteurs ont traîté les versions lipschitziennes de quelques idéaux linéaires (voir, par ex-

emple [5], [4] [22], [1] ). Les opérateurs lipschitziens p-intégraux, p-nucléaires ont été étudié

par Chen et Zheng dans [5] (voir aussi [14] pour les opérateurs lipschitziens p-intégraux).

La version lipschitzienne d�opérateurs fortement p-sommants a été faite par Yahi, Achour

et Rueda dans [22]. Les opérateurs lipschitziens compacts et faiblement compacts sont con-

sidérés par A. Jiménez-Vargas, J.M. Sepulcre, Moisés Villegas-Vallecillos dans [15], comme

la version lipschitzienne d�opérateurs linéaires compacts et faiblement compacts.

Dans ce travail nous allons détailler l�article de M. G. Cabrera-Padilla et A. Jiménez-

Vargas [8] en étudiant les opérateurs lipschitziens libres compacts et faiblement compacts

d�un espace métrique pointé dans un espace métrique pointé .

Le mémoire est divisé en quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques dé�nitions concernant les espaces

métriques, les fonctions lipschitziennes, les espaces Lipschitziens et l�espace Lipschitzien

libre.

Dans le deuxième chapitre, nous avons présenté les opérateurs linéaires compacts et

faiblement compacts, tels que le théorème de Schauder et Gantmacher sont présentés.

Le troisième chapitre est consacré à l�étude d�opérateurs lipshitziens compacts et faible-

ment compacts introduits par A. Jiménez-Vargas, J.M. Sepulcre, Moisés Villegas-Vallecillos

dans [15] en 2014.

En quatrième chapitre, on a étudié une nouvelle classe d�opérateurs lipschitziens libres

compacts introduite par M. G. Cabrera-Padilla et A. Jiménez-Vargas dans[8] en 2016.
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Chapitre 1

Rappel sur les opérateurs

lipschitziens

Dans ce chapitre, on fait rappel à quelques notions qui seront utilisées dans les chapitres

qui suivent.

1.1 Espaces métriques

la notion d�espaces métriques a été formalisée par Maurice fréchet dans sa thèse "Doctorat

d�Etat" en 1906. Un espace métrique est la donée d�un ensemble dont les éléments sont

considérés comme des points et d�une application qui permet de mesurer si deux points sont

proches ou éloignés.

SoitX un ensemble non vide. On dit que d est une distance surX si, d est une application

de X2 dans R+ telle que pour tout (x; y; z) 2 X3; on a

(i) d (x; y) = 0, x = y (Séparation);

(ii) d (x; y) = d (y; x) (Symétrie);

(iii) d (x; y) � d (x; z) + d (z; y) (Inégalité triangulaire):

Un espace metrique pointé, est un espace metrique (X; dX) qui a un élément neutre (ou

distingué), noté e: On prend 0 si X est normé

Soit (X; dX ; e) est un espaces métrique pointé: On note par

M0 = fespaces métriques complets pointés g :
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1.2. Les applications lipschitziennes

La seconde inégalité triangulaire véri�é

(i.e., 8x; y; z 2 X : jd (x; z)� d (y; z)j � d (x; y)).

1.2 Les applications lipschitziennes

Le morphisme naturel entre les espaces métriques est l�application lipschitzenne comme les

opérateurs linéaires dans les espaces normés.

Dé�nition 1.2.1 Soient (X; dX) ; (Y; dY ) deux espaces métriques, une application

f : X �! Y est dite lipschitzienne, s�il existe C � 0 telle que

8x; y 2 X : dY (f (x) ; f (y)) � CdX (x; y) (1.1)

On note

Lip (f) = sup
x6=y

dY (f (x) ; f (y))

dX (x; y)
:

= inf fC : véri�ant l�inégalité (1:1)g :

Soit (X; eX ; dX) et (Y; eY ; dY ) deux espaces métriques pointés, on dira que f préserve le

point distingué si f (eX) = eY :

Proposition 1.2.1 Soit (X; e; d) un espace métrique pointé, alors l�application dé�nie comme

suit
fz : X �! R

x 7�! fz (x) = d (x; z)� d (e; z) ;

est une application lipschitzienne et Lip (fz) = 1

Preuve. D�après la seconde inégalité triangulaire, pour tout x; y; z 2 X; on a

jfz (x)� fz (y)j = jd (x; z)� d (e; z)� d (y; z) + d (e; z)j � d (x; y) :

Alors fz est une fonction non expanssive (i:e:; Lip (fz) � 1) :
Pour l�inégalité inverse, on a
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1.2. Les applications lipschitziennes

Lip (fz) = sup
x 6=y

jfz (x)� fz (y)j
d (x; y)

� jfz (z)� fz (y)j
d (z; y)

= 1:

On obtient �nalement que Lip (fz) = 1:

Proposition 1.2.2 Soit X un espace métrique et soient f; g deux fonctions lipschitziennes

de X dans R: Alors

(a) Lip (�f) = j�jLip (f) pour tout � 2 R:
(b) Lip (f + g) � Lip (f) + Lip (g) :

Preuve. (a) Si � est dans R, pour (x; y) dans X2

Lip (�f) = sup
x 6=y

j�f (x)� �f (y)j
dX (x; y)

= sup
x 6=y

j�j jf (x)� f (y)j
dX (x; y)

= j�jLip (f) :

Donc �f est une fonction lipschitzienne et Lip (�f) = j�jLip (f) :
(b) Soient f et g deux fonctions lipschitziennes de X dans R. Pour tout x; y 2 X; on a

j(f + g) (x)� (f + g) (y)j � jf (x)� f (y)j+ jg (x)� g (y)j

� (Lip (f) + Lip (g))dX (x; y) :

Donc f + g est fonction lipschitzienne et

Lip (f + g) � Lip (f) + Lip (g) :

Proposition 1.2.3 Soient X; Y et Z trois espaces métriques, f : X �! Y et g : Y �! Z

deux applications lipschitziennes, alors g � f : X �! Z est lipschitzienne et

Lip (g � f) � Lip (g)Lip (f) :
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1.3. Espace Lipschitzien

Preuve. Si f est lipschitzienne de X dans Y et g est lipschitzienne de Y dans Z, alors

dZ (g � f (x) ; g � f (y)) � Lip (g) dY (f (x) ; f (y)) :

� Lip (g)Lip (f) dX (x; y) :

Alors g � f est lipschitzienne et

Lip (g � f) � Lip (g)Lip (f) :

Ce qui termine la démonstration.

1.3 Espace Lipschitzien

Nous donnerons dans cette section quelques propriétés utiles concernant l�espace de toutes

les fonctions lipschitziennes dé�nies d�un espace métrique dans un espace de Banach.

1.3.1 L�espace Lip (X)

Dé�nition 1.3.1 Soit X un espace métrique et E un espace de Banach. On note par

Lip(X;E) l�espace de toutes les fonctions lipschitziennes bornées de X dans E

Lip (X;E) = ffonctions lipschitziennes bornées f : X �! Eg ;

muni de la norme

kfkLip(X;E) = max fkfk1 ; Lip (f)g : (1.2)

Si E = R on écrit Lip(X;R) = Lip (X) :

Lip (X) est un espace de Banach pour la norme (1:2), pour tout espace métrique X:

1.3.2 L�espace Lip0(X)

Soit (X; dX ; e) un espace métrique pointé. Pour tout espace de Banach E, nous désignons

par Lip0(X;E) l�espace de toutes les applications lipschitziennes f : X �! E nulles au

point e

Lip0(X;E) = ff : X �! E lipschitzienne telle que f(e) = 0g :
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1.4. Espaces Lipschitziens-libres

On le munit de la norme

Lip (f) = sup
x 6=y

kf (x)� f (y)k
dX (x; y)

:

Si E = R on écrit Lip0(X;R) = Lip0 (X) :

On l�appelle dual Lipschitzien et on le note par X#, l�espace de Banach des formes lip-

schitzennes sur X, i.e.,

X# = Lip0 (X;R) = Lip0 (X) ;

muni de la norme

Lip
�
x#
�
= sup

x 6=y

��x# (x)� x# (y)��
dX (x; y)

:

Lip0 (X) est un espace de Banach, pour tout espace métrique pointéX.

1.4 Espaces Lipschitziens-libres

Dans cette section on va présenter le prédual de Lip0(X), c�est à dire, il existe un espace de

Banach Z, tel que Lip0(X) est isométriquement isomorphe à Z�:

Dé�nition 1.4.1 Soit X un espace métrique pointé. L�espace Lipschitzien libre sur X,

noté F (X) ; est un sous-espace de Lip0(X)�

F (X) = vect f�x; x 2 Xg ;

tel que l�application �X : X �! F (X) dé�nie par �X (x) = �x; pour x 2 X; tel que:

�x : X# �! K

f 7�! �x (f) := f (x) :

On pose k�kF(X) = inf
(

nX
i=1

j�ij d (xi; x0i)
)
; l�in�nimum est porté sur toutes les réprésen-

tations de � sous la forme

� =
nX
i=1

�i(�xi � �x0i):

On note que l�espace Lipschitzien-libre introduit par Godefroy et Kalton en 2003 voir

[16] bien que cet espace a été présenté à la premiére fois par Arens-Eells on 1956 [2] voir

aussi le livre de Weaver [21] pour plus d�informations.
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1.4. Espaces Lipschitziens-libres

Soit (x; y) 2 X2, tel que x 6= y. On consédére l�application suivante :

�(x;y) : X# �! K

f 7�! �(x;y)(f) :=
(�x��y)(f)
d(x;y)

= f(x)�f(y)
d(x;y)

;

laquelle appeleé l�évaluation fonctionnelle lipschitzinne.

Notation 1.4.1 On note par ~X le sous ensemble deX2 dé�ni par ~X = f(x; y) 2 X2 : x 6= yg.

Pour démontrer la proposition suivante, on a besoin des dé�nitions suivantes.

Soit E un espace véctoriel.

Dé�nition 1.4.2 (Partie convexe) Une partie C de E est convexe si elle est non vide

et si, pour tous x; y 2 C et � 2 [0; 1]; on a �x + (1 � �)y 2 C: Bien sûr, tout sous-

espace vectoriel de E est convexe et toute intersection non vide des parties convexes de E

est convexe.

Dé�nition 1.4.3 (L�enveloppe convexe) L�enveloppe convexe d�une partie non vide A

de E est l�intersection de toutes les parties convexes de E contenant A, c�est la plus petite

partie convexe de E contenant A; elle est notée co(A) et on a

co (A) =

(
nX
i=1

�ixi : n 2 N; xi 2 A; �i > 0;
nX
i=1

�i = 1

)
:

Dé�nition 1.4.4 (Absolument convexe) Une partie A de E est absolument convexe si

elle est non vide et si, pour tous x; y 2 A et �1; �2 2 K tels que j�1j + j�2j � 1; on a

�1x+ �2y 2 A: Une telle partie contient donc toujours l�élément 0:

Dé�nition 1.4.5 L�enveloppe absolument convexe d�une partie non vide A de E comme

étant l�intersection de toutes les parties absolument convexes de E qui contiennent A; elle

est notée �(A): On véri�e aisément que

� (A) =

(
nX
i=1

�ixi : n 2 N; xi 2 A; �i 2 K;
nX
i=1

j�ij � 1
)
:

Proposition 1.4.1 Soit X un espace métrique pointé

(i) Les espaces X#;F (X)�sont isométriquement isomorphiques. C�est-à-dire X# e= F (X)� :
(ii) La boule unité fermée de F(X) est l�enveloppe absolument convexe fermée de l�ensemble
� ~X(

~X) dans (X#)�: C�est-à-dire BF(X) = �
�
� ~X(

~X)
�
:
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1.4. Espaces Lipschitziens-libres

Preuve. (i) On dé�nit l�application suivante

S : F (X)� �! Lip0(X)

' 7�! S (') ; (S (') (x) = '(�x � �0)):

Pour tout x; x0 2 X. On a

jS(')(x)� S(')(x0)j = j' (�x � �0)� ' (�x0 � �0)j
= j' (�x � �x0)j
� k'k d(x; x0):

Ainsi S(')(0) = ' (0), alors S(') 2 Lip0(X): Nous concluons que S est une application
linéaire et kSk � 1.
Maintenant, on dé�nit l�application suivante

R : Lip0(X) �! F (X)�

f 7�! R (f) ;

telle que R(f)(�) =
nX
i=1

�i (f (xi)� f (x0i)) ; pour f 2 Lip0(X) et � =
nX
i=1

�i(�xi � �x0i):

On a

jR(f)(�)j =

�����
nX
i=1

�i (f (xi)� f (x0i))
�����

�
nX
i=1

j�ij jf (xi)� f (x0i)j

� Lip(f)
nX
i=1

j�ij d(xi; x0i);

l�in�mum est portée sur toutes les réprésentations de � on trouve R (f) 2 F (X)� et
kR (f)k � Lip(f). Alors nous concluons que R est une application linéaire non expansive

de Lip0(X) dans F (X)� :
En�n, un simple calcul indique que R � S = idF(X)� et S �R = idX#. Donc X# e= F (X)� :
Pour la démonstration (ii) voir [15].

Proposition 1.4.2 (a) Soit (X; d) un espace métrique pointé. L�application

�X : X �! F (X)
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1.4. Espaces Lipschitziens-libres

est l�injection isométrique non linéaire de X dans F (X).
(b) Soit E un espace de Banach et soit T : X �! E une application lipshitzienne telle

que T (e) = 0: Alors il existe une unique application linéaire TL : F (X) �! E telle que

T = TL � �X et kTLk = Lip (T ) :

F (X)

�X "
TL
&

X
T�! E

(c) Soient X et Y deux espaces métriques pointés et T : X �! Y une application lipschitzi-

enne véri�ant T (0X) = 0Y . Alors il existe une unique application linéairebT : F (X) �! F (Y ) véri�ant Lip (T ) =



bT


 et �Y � T = bT � �X :

Autrement dit, le diagramme suivant commute

X
T�! Y

�X # # �Y
F (X)

bT�! F (Y )

(d) Si X; Y et Z sont des espaces métriques pointés , T 2 Lip0 (X; Y )et g 2 Lip0 (Y; Z) ;Alors
[g � T = bg � bT :
Preuve. (a) Pour tout x; x0 2 X, et pour tout f 2 Lip0 (X) on a

k�X (x)� �X (x0)kF(X) = k�x � �x0kF(X)
= sup

'2BF(X)�
jh�x � �x0 ; 'ij

= sup
R(g)2BF(X)�

jh�x � �x0 ; R(g)ij ; R(g) = '

= sup
g2B

X#

jh�x � �x0 ; gij

� sup
g2B

X#

jg(x)� g(x0)j

� sup
g2B

X#

Lip (g) d (x; x0)

� d (x; x0) ;
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1.4. Espaces Lipschitziens-libres

ce que implique k�X (x)� �X (x0)kF(X) � d(x; x0): Donc �X est lipshitzienne et Lip (�X) � 1:
Pour l�inégalité inverse, pour tout x; x0 2 X on a

k�X (x)� �X (x0)kF(X) = k�x � �x0kF(X)
= sup

f2B
X#

jh �x � �x0 ; f ij

� jh �x � �x0 ; fx ij

= jfx (x)� fx (x0)j (voir la Proposition ( 1.2.1 ))

= d (x; x0) :

On obtient �nalement que

k�X (x)� �X (x0)kF(X) = k�x � �x0kF(X)
= d (x; x0) ;

et Lip (�X) = 1.

Pour la démonstration (b) voir [21, Theorem 2.2.4].

(c) Peut être facilement déduit de (b), est le lemme 3.1 dans [17]. Voir [16, Lemma 2.2] pour

un cas particulier.

(d) l�assertion (c) donne aux opérateurs bT 2 L(F(X);F(Y )); bg 2 L(F(Y );F(Z)) tels que
�Y � T = bT � �X et �Z � g = bg � �Y . Clairement, g � T 2 Lip0 (X;Z). Puisque �Z � g
�T = bg � �Y � T = bg � bT � �X et bg � bT 2 L(F(X);F(Z));on en déduit que [g � T = bg � bT par
l�unicité donnée en (c).
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Chapitre 2

Opérateurs compacts et faiblement

compacts

2.1 Opérateurs linéaires compacts et faiblement com-

pacts

Dans cette section nous donnons quelques dé�nitions, propriétés et notations qui concernent

les opérateurs linéaires compacts.

Dé�nition 2.1.1 Soit (X; d) un espace métrique et soit K � X:On dit que K est compact

si toute suite (xn)n2N de K contient une sous-suite convergente vers x 2 K:

Dé�nition 2.1.2 Soit X un espace métrique complet. Une partie A de X est relativement

compacte si A est compact.

Proposition 2.1.1 Soit X un espace métrique complet. Une partie A de X est relativement

compacte si et seulement si pour tout " > 0, A peut être recouverte par un nombre �ni de

boules de rayon r (r � ") :

Proposition 2.1.2 Tout fermé dans un compact est compact.

Dé�nition 2.1.3 Soient E;F deux espaces de Banach. Un opérateur T 2 L (E;F ) est
compact (faiblement compact) si le sous ensemble T (BE) est relativement compact (resp.
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2.1. Opérateurs linéaires compacts et faiblement compacts

relativement faiblement compact) dans F: La collection de tous les opérateurs linéaires com-

pacts (faiblement compacts) de E dans F sera notée K (E;F ) (resp:W (E;F )):

Proposition 2.1.3 L�ensemble K (E;F ) des opérateurs compacts T : E �! F est un sous-

espace véctoriel fermé de L (E;F ).

Preuve. L�ensemble K (E;F ) c�est un sous-espace vectoriel car si T; S 2 K (E;F ) on a

(S + T ) (BE) � S (BE) + T (BE);

et que cette somme est compacte (image du produit de deux compacts par l�application

continue (x; y) 7�! x+ y).

Soit Tn 2 K (E;F ) tels que
kTn � TkL(E;F ) �!n�!1

0:

Nous allons voir que T (BE) est relativement compact. Soit " > 0: Il existe N � 1 tel que

kTN � TkL(E;F ) �
�

2
:

Pour tout x 2 BE; on a donc

kTN (x)� T (x)kL(E;F ) �
�

2
:

On peut écrire

TN (BE) �
J[
j=1

B
�
xj;
"

2

�
:

Alors

T (BE) �
J[
j=1

B (xj; ") :

Ceci termine la preuve de la proposition.

2.1.1 Théorème de Factorisation de W. J. Davis, T. Figiel, W.

B. Johnson et A. Pelczynski

Théorème 2.1.1 [11] Soient E, F deux espaces de Banach et soit T 2 L (E;F ) : Les
assertions suivantes sont équivalentes
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2.2. L�adjoient d�un opérateur linéaire

(i) L�opérateur T est faiblement compact.

(ii) Il existe un espace de Banach ré�exif G; un opérateur linéaire bornée S 2 L(G;F ) et
un opérateur linéaire bornée g 2 L(E;G); tel que T = S � g:

E T�! F

&
g

" S

G

2.2 L�adjoient d�un opérateur linéaire

Soient E;F deux espaces véctoriels normés. Pour un opérateur linéaire borné T 2 L (E;F ) ;
on dé�nit l�opérateur suivant T � : F � �! E� par

hT (x) ; y�i = hx; T �(y�)i; 8x 2 E; y� 2 F �:

L�opérateur T � s�appelle l�adjoint de T:

Proposition 2.2.1 Soit T 2 L (E;F ) alors T � est linéaire et kTk = kT �k :

Preuve. Soient y�1; y
�
2 2 F �; et � 2 K on a

hx; T �(�y�1 + y�2)i = hT (x); �y�1 + y�2i

= �hT (x); y�1i+ hT (x); y�2i

= hx; �T �(y�1)i+ hx; T �(y�2)i

= hx; �T �(y�1) + T �(y�2)i:

Donc pour tout x 2 E on a

T �(�y�1 + y
�
2) = �T

�(y�1) + T
�(y�2):

Ce qui implique que T � est linéaire.

Il est aussi borné puisque

jy� (T (x))j � ky�kF � kT (x)kF
� ky�kF � kTk kxkE ;
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2.3. Idéal d�opérateurs linéaires

par conséquent

kT � (y�)kE� = sup
kxk6=0

jT �(y�) (x)j
kxk

� ky�kF � kTk ;

ce qui implique que T � 2 L (F �; E�) et kT �k � kTk : Pour montrer l�inégalité inverse, nous
prouvons que

kT (x)kF � kT �k kxkE ; 8x 2 E:

L�opérateur l�adjoint implique que

jy� (T (x))j � kT �(y�)kE� kxkE
� ky�kF � kT �k kxkE ;

et

sup
ky�k6=0

jy�(T (x))j
ky�kF �

� kT �k kxkE ; 8x 2 E:

Ce qui termine la démonstration.

2.2.1 Théorème de Schauder et Théorème de Gantmacher

Théorème 2.2.1 (Théorème de Schauder). Soit T 2 K (E;F ) : Alors nous avons
l�équivalence suivante

(1) L�opérateur T est dans K (E;F ) :
(2) L�opérateur adjoint T � est dans K(F �; E�):

Théorème 2.2.2 (Théorème de Gantmacher). Soit T 2 W (E;F ). Alors nous avons

l�équivalence suivante

(a) L�opérateur T est dans W (E;F ) :

(b) L�opérateur adjoint T � est dans W(F �; E�):

2.3 Idéal d�opérateurs linéaires

Dé�nition 2.3.1 (Opérateur de rang �ni). Soit E; F deux espace de Banach et T :

E �! F un opérateur linéaire. On dit que T est de rang �ni si dim T (E) <1.
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2.3. Idéal d�opérateurs linéaires

L�espace d�opérateurs linéaires de rang �ni sera noté Lf (E;F ) :

Proposition 2.3.1 [18, Page 25] Soient E et F deux espaces normés. T 2 L (E;F ) est de
rang �ni si et seulement s�il existe n 2 N; tels que

T (x) =

nX
i=1

'i (x) bi =

nX
i=1

h'i; xibi

où 'i 2 E� et bi 2 F , i = 1; ::; n:

Dé�nition 2.3.2 (Idéal linéaire) Un idéal d�opérateur linéaire I est une classe d�opérateurs
tels que pour tous E et F Banach, on a

(1) I (E;F ) est un sous-espace vectoriel de L (E;F )
(2) Lf (E;F ) � I (E;F )
(3) Propriétés d�ideal: si T 2 I (E;F ) ; u 2 L (X;E) et v 2 L (F; Y )
alors v � T � u 2 I (X; Y ) :
De plus, si k:kI : I �! R+ satisfait

(i) (I (E;F ) ; k:kI) est un espace normé (Banach):
(ii)




 idK : K �! K; � 7�! idK (�) = �





I
= 1:

(iii) kv � T � ukI � kvk kTkI kuk :
Alors (I (E;F ) ; k:kI) s�appelle idéal de Banach d�opérateurs linéaires.

Proposition 2.3.2 Lf est un idéal d�opérateurs linéaires.

Corollaire 2.3.1 Soit (Tn) une suite d�opérateurs continues de rangs �nis de E dans F et

soit T 2 L (E;F ) tels que kTn � TkL(E;F ) �! 0: Alors T 2 K (E;F ) :

Dé�nition 2.3.3 (Opérateur linéaire approximable)

Soit E; F deux espaces de Banach. Un opérateur linéaire T 2 L(E;F ) est dit approximable
si elle est la limite de la norme k:k d�une suite d�opérateurs linéaires de rang �ni de E dans
F:

Corollaire 2.3.2 D�aprés le Corollaire (2.3.1) tout opérateur approximable est compact

Proposition 2.3.3 Les ensembles d�opérateurs linéaires compacts K (E;F ) et faiblement
compacts W (E;F ) Sont des idéaux linéaires.
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2.4. Le dual d�un idéal d�opérateurs

2.4 Le dual d�un idéal d�opérateurs

Dé�nition 2.4.1 Le dual d�un idéal I d�opérateurs linéaire est dé�ni comme suit : pour
tous espaces de Banach E et F

Idual(E;F )= fu 2 L(E;F ) : u� 2 I(F �; E�)g ;

où u� : F � �! E� est l�adjoint de u. Il est bien connu que Idual est un idéal d�opérateurs.
Nous écrivons kukIdual = ku�kI.

D�aprés les Theorémes (2.2.1), (2.2.2), on a

Corollaire 2.4.1 K = Kdual et W =Wdual :

Preuve. On démontre que K = Kdualet W =Wdual. On a

Kdual(E;F ) = fu 2 L(E;F ) : u� 2 K(F �; E�)g

, u 2 K(E;F ) d�aprés 2.2.1

, K = Kdual:

et on a aussi

Wdual(E;F ) = fu 2 L(E;F ) : u� 2 W(F �; E�)g

, u 2 W(E;F ) d�aprés 2.2.2

, W =Wdual:

Ceci termine la preuve.
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Chapitre 3

Opérateurs lipschitziens compacts et

faiblement compacts

3.1 Compacité pour les opérateurs lipschitziens

Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach, et soit l�application

T : X �! E:

L�ensemble
n
T (x)�T (y)
d(x;y)

: x; y 2 X; x 6= y
o
est appelé image lipschitzienne de T .

Elle est claire que l�application T : X �! E est lipschitzienne si son image lipschitzienne

est bornée dans E; en e¤et si
n
T (x)�T (y)
d(x;y)

: x; y 2 X; x 6= y
o
est bornée, alors il existe une

constante C � 0 telle que



T (x)� T (y)d (x; y)





 � C; pour tout x; y 2 X:
Ce qui implique que kT (x)� T (y)k � Cd (x; y). C�est-à-dire T est lipschitzienne.

Dé�nition 3.1.1 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach. On dit

qu�un opérateur T 2 Lip0 (X;E) est Lipschitzien compact (resp. Lipschitziene faiblement
compact), si son image lipschitzienne est relativement compacte (resp. relativement faible-

ment compacte) dans E:
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3.1. Compacité pour les opérateurs lipschitziens

On note par Lip0K (X;E) et Lip0W (X;E) l�ensembles d�opérateurs lipschitziens compacts

et faiblement compacts entre X et E, respectivement. On a

Lip0K (X;E) � Lip0W (X;E) � Lip0 (X;E) :

Notons que Lip0K (X;E) et Lip0W (X;E) sont des sous-espaces véctorieles de Lip0 (X;E) :

Lemme 3.1.1 Soit T 2 Lip0 (X;E). On considère sur ~X = f(x; y) 2 X2 : x 6= yg l�application
suivante

� ~X :
~X �!

�
X#
��

(x; y) 7�! � ~X (x; y) := �(x;y) (voir Notation (1.4.1)).

Alors

TL

�
� ~X

�
~X
��
� TL

�
�
�
� ~X

�
~X
���

� �
�
TL

�
� ~X

�
~X
���

:

Preuve. On démontre que TL
�
� ~X

�
~X
��
� TL

�
�
�
� ~X

�
~X
���

: On a

� ~X

�
~X
�
� �

�
� ~X

�
~X
��

(par dé�nition).

D�où

TL

�
� ~X

�
~X
��
� TL

�
�
�
� ~X

�
~X
���

:

Pour la deuxiéme inclusion on prend z1 2 TL
�
�
�
� ~X

�
~X
���

) 9z2 2 �
�
� ~X

�
~X
��
; telle

que z1 = TL (z2) ; ce que implique il existe bn 2 �(� ~X

�
~X
�
) telle que, z2 = lim

n
bn, et

bn =
nX
i=1

�
(n)
i �(x(n)i ;y

(n)
i )

d�où

z1 = TL (z2) ;

= TL

�
lim
n
bn

�
;

= TL

 
lim
n

nX
i=1

�
(n)
i �(x(n)i ;y

(n)
i )

!
;

= lim
n

nX
i=1

�
(n)
i TL

�
�
(x
(n)
i ;y

(n)
i )

�
:

D�où z1 2 �
�
TL

�
� ~X

�
~X
���

. On obtient �nalement que

TL

�
� ~X

�
~X
��
� TL

�
�
�
� ~X

�
~X
���

� �
�
TL

�
� ~X

�
~X
���

:

Ceci termine la preuve.
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3.1. Compacité pour les opérateurs lipschitziens

Proposition 3.1.1 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach et soit

T 2 Lip0 (X;E) : Les assertions suivantes sont équivalentes
(i) T est lipschitzien compact.

(ii) TL est compact.

Preuve. On a

TL

�
� ~X

�
~X
��

= fTL (� ~X (x; y)) ; x; y 2 X; x 6= yg

=

�
TL

�
�x � �y
d (x; y)

�
; x; y 2 X; x 6= y

�
(voir Notation (1.4.1))

=

�
TL � �x � TL � �y

d (x; y)
; x; y 2 X; x 6= y

�
=

�
T (x)� T (y)
d (x; y)

; x; y 2 X; x 6= y
�
:

D´aprés le Lemme (3.1.1) et la Proposition (1.4.1(ii)), on a

TL

�
� ~X

�
~X
��
� TL

�
BF(X)

�
� �

�
TL

�
� ~X

�
~X
���

:

C�est-à-dire�
T (x)� T (y)
d (x; y)

; x; y 2 X; x 6= y
�
� TL

�
BF(X)

�
� �

��
T (x)� T (y)
d (x; y)

; x; y 2 X; x 6= y
��

:

(ii)) (i) On suppose que TL est compact, donc TL
�
BF(X)

�
est compacte, alors�

T (x)� T (y)
d (x; y)

; x; y 2 X; x 6= y
�
;

est compact (voir la Proposition (2.1.2)), ce qui implique T est Lipshitzien compact.

(i)) (ii) On suppose que T est Lipschitzien compact, donc�
T (x)� T (y)
d (x; y)

; x; y 2 X; x 6= y
�
;

est relativement compact, et par conséquence

�

�
T (x)� T (y)
d (x; y)

; x; y 2 X; x 6= y
�
;

est compact ( Si A est relativement compact ) � (A) est compact). On a aussi

TL
�
BF(X)

�
� �

�
T (x)� T (y)
d (x; y)

; x; y 2 X; x 6= y
�
:

D�où la Proposition (2.1.2)) assure que TL
�
BF(X)

�
est compact ) TL est compact.

On obtient �nalement que (i), (ii) :
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3.1. Compacité pour les opérateurs lipschitziens

Proposition 3.1.2 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach et soit

T 2 Lip0 (X;E) : Les assertions suivantes sont équivalentes
(i) L�opérateur T est lipschitzien faiblement compact.

(ii) L�opérateur TL est faiblement compact.

(iii) Ils existent un espace de Banach ré�exif F; un opérateur linéaire bornée S 2 L(F;E)
et un opérateur lipschitzien g 2 Lip0(X;F ); tel que T = S � g:

Preuve. La preuve de la Proposition (3.1.1) est valable pour montrer l�équivalence entre

(i) et (ii). Si (ii) est vraie, en appliquant le Théorème de Davis-Figiel-Johnson-Pelczynski

[11], il existe un espace de Banach ré�exif F et deux opérateurs linéaire S 2 L(F;E) et
R 2 L (F (X) ; F ) tel que TL = S �R: Soit g = R � �X ; il est Clairement, g 2 Lip0(X;F ); et
T = TL � �X = S �R � �X = S � g; ce qui prouve (iii). En�n, (iii) implique (ii) est trivial.

Nous montrons maintenant la propriété idéale pour ces nouvelles catégories d�opérateurs

lipschitziens.

Proposition 3.1.3 Soient X et Y deux espaces métriques pointés, et soient E et F deux

espaces de Banach. Soit h 2 Lip0(Y;X) et S 2 L(E;F ). Si T 2 Lip0K(X;E); alors

S � T � h 2 Lip0K(Y; F ):

Preuve. Par ([17, Lemma 3.1]), il existe un unique opérateur linéaire

ĥ : F (Y ) �! F (X)

véri�ant ĥ � �Y = �X � h

Y
h�! X

T�! E
S�! F:

�Y # �X # % TL

F (Y ) ĥ�! F (X)

L�application S � T � h 2 Lip0(Y; F ). En e¤et, on a kS � T � h (x)� S � T � h (y)k �
kSkLip (T )Lip (h) d (x; y) et (S � T � h) (0) = 0: Alors, par la Proposition (1.4.2 (b )); il

existe une unique application (S � T � h)L telle que S�T �h = (S � T � h)L��Y : C�est-à-dire,
on a le diagramme suivant

Y S � T � h������! F

�Y # % (S � T � h)L
F (Y )
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3.2. Idéal d�opérateurs lipschitziens

On a S � TL � ĥ 2 L(F(Y ); F ) alors (S � T � h)L = S � TL � ĥ 2 K(F(Y ); F ); en appliquant
la Proposition (3.1.1), on obtient S � T � h 2 Lip0K(Y; F ).

Proposition 3.1.4 Soit X et Y deux espaces métriques pointés et soit E et F deux espaces

de Banach. Soit h 2 Lip0(Y;X) et S 2 L(E;F ). Si T 2 Lip0W (X;E); alors S � T � h 2
Lip0W (Y; F ):

Preuve. La preuve de la Proposition (3.1.3) est valable pour montrer la Proposition

(3.1.4), mais nous préférons une nouvelle approche. Si T 2 Lip0W (X;E), alors T admet un
factorisation sous la forme

Y
h�! X

T�! E
S�! F

R # % g

F

avec g 2 L(F;E) et R 2 Lip0(X;F ); F un espace de Banach ré�exif. On a S � T � h =
S � g �R � h. Par la Proposition (3.1.2); on obtient S � T � h 2 Lip0W (Y; F ):

3.2 Idéal d�opérateurs lipschitziens

3.2.1 Opérateurs lipschitziens de rang �ni

Dé�nition 3.2.1 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach. Un

opérateur lipschitzien T 2 Lip0(X;E) est Lipschitzien de rang �ni si le sous espace vectoriel
vect

n
T (x)�T (y)
d(x;y)

; x; y 2 X; x 6= y
o
� E est de dimension �ni:

Remarque 3.2.1 Soient E un espace vectoreil est soit X un sous ensemble de E un opéra-

teur T : X �! E (n�est pas nécessairement linéaire) est de rang �ni si le sous espace

vectoriel vectfT (x); x 2 Xg � E est de dimension �ni:

Proposition 3.2.1 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach et soit

T 2 Lip0 (X;E) : Les assertions suivantes sont équivalentes
(i) L�opérateur T est lipschitzien de rang �ni.

(ii) L�opérateur T est de rang �ni.

(iii) La linéarisation TL 2 L(F(X); E) est de rang �ni.
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3.2. Idéal d�opérateurs lipschitziens

Proposition 3.2.2 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach et soit

T 2 Lip0 (X;E) : Si T est de rang �ni, alors T admet une représentation de la forme

T =
Pn

i=1 vigi ; vi 2 E; gi 2 X#:

Preuve. Soit T =
Pn

i=1 vigi ; vi 2 E; gi 2 X#: Pour tout x 2 X; on a

T (x) = TL � �X (x)
= TL � �x
=
Pn

i=1 'i (x) vi � �x; 'i 2 F(X)�; vi 2 E
=
Pn

i=1 'i (�x) vi

=
Pn

i=1R (gi) (�x) vi telle que R (gi) = 'i voir la Proposition (1.4.1 (ii) )

=
Pn

i=1 gi (x) vi:

Ceci termine la preuve de la proposition.

Dé�nition 3.2.2 (Opérateur Lipschitzien approximable) Soit X un espace métrique

pointé et E un espace de Banach. Un opérateur lipschitzien f 2 Lip0(X;E) est dit Lip-
schitzien approximable, s�il est la limite de la norme Lip (:) d�une suites d�opérateurs lip-

schitziens de rang �nis de X dans E:

Il est clair que tout opérateur Lipschitzien approximable de X dans E est Lipschitzien

compact, en appliquant les Propositions (1.4.2 (b)), (3.1.1) et (3.2.1).

3.2.2 Version Lipschitzienne du Théorème de Schauder et Théorème

de Gantmacher

Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach. Sawashima [19] a dé�ni

l�adjoint lipschitzien T# : Lip0(E) �! Lip0(X) d�une application lipschitzienne T 2
Lip0(X;E) par la formule

T# : Lip0(E) �! Lip0(X)

g 7�! T#(g) = g � T

L�opérateur T#est linéaire continu et


T#

 = Lip (T ) : La restriction de T# sur E� dé�nit

un opérateur linéaire continu appelé l�opérateur transposé lipschitzien de T et noté ici par

T t;et on a aussi kT tk = Lip (T ) :
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3.2. Idéal d�opérateurs lipschitziens

Théorème 3.2.1 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach et soit

T 2 Lip0 (X;E) : Les assertions suivantes sont équivalentes
(i) T est lipschitzien faiblement compact.

(ii) T t est faiblement compact de E� dans X#:

Preuve. (i) , (ii) Soit l�isomorphe isomtrie S comme indiqué dans la démonstration

du Proposition (1.4.1).

S : F (X)� �! Lip0(X):

D�où
T 2 Lip0W (X;E) , TL 2 W (F (X) ; E)

, (TL)
� 2 W (E�;F (X)�)

, S � (TL)� 2 W
�
E�; X#

�
, T t 2 W

�
E�; X#

�
;

en appliquant la Proposition (3.1.2), le Théoreme de Gantmacher (voir la Proposition

(2.2.2)), le fait que l�espace d�opérateurs linéaires faiblement compacts est un Banach

d�opérateur idéal linéaire injectif et l�égalité T t = S � (TL)� comme indiqué dans la dé-
monstration du Proposition (1.4.1).

Nous formulons maintenant une version Lipschitzienne du théorème de Schauder sur la

compacité de l�adjoint d�un opérateur linéaire compact.

Théorème 3.2.2 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach et T 2
Lip0 (X;E) : Les assertions suivantes sont équivalentes

(i) T est lipschitzien compact.

(ii) T t est compact de E� dans X#:

Preuve. D�après la Proposition (3.1.1), le théorème de Schauder et le fait que l�espace

d�opérateurs linéaires compacts entre les espaces de Banach est un Banach d�opérateurs

idéal linéaire injectif, on en déduit que

T 2 Lip0K (X;E) , TL 2 K (F (X) ; E)
, (TL)

� 2 K (E�;F (X)�)
, S � (TL)� 2 K

�
E�; X#

�
, T t 2 K

�
E�; X#

�
;

Ceci termine la preuve de la proposition.
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3.2. Idéal d�opérateurs lipschitziens

3.2.3 Idéal d�opérateurs lipschitziens

Le but de cette section est de présenter le concept d�idéal d�opérateur Lipschitzien qui est

introduit par [1] .

Dé�nition 3.2.3 (Idéal Lipschitzien) Un idéal d�opérateur lipschitzien ILip est un sous
classe de Lip0 tel que pour tout espace métrique pointé X et tout espace de Banach E, les

composants ILip(X;E) := Lip0(X;E) \ ILip; satisfait
(i) ILip(X;E) est un sous espace vectoriel de Lip0(X;E)
(ii) vg 2 ILip(X;E) pour v 2 E et g 2 X#

(iii) Propriété d�idéal: si S 2 Lip0(Y;X), T 2 ILip(X;E) et w 2 L(E;F )
alors w � T � S 2 ILip(Y; F ).
De plus, si k:kILip : ILip �! [0;+1[ satisfait
(i0) (ILip(X;E); k:kILip) est un espace normé (Banach) et Lip(T ) � kTkILip pour tout T 2
ILip(X;E)
(ii0) kidK : K �! K; idK(�) = �kILip = 1
(iii0) kw � T � SkILip � Lip(S) kTkILip kwk.
Alors, (ILip(X;E); k:kILip) s�appelle idéal de Banach d�opérateurs lipshitziens.

Les auteurs dans leurs article [1, section 3], ont donné deux manières pour créer un idéal

d�opérateur lipschitzien.

3.2.4 Méthode de Composition

Dé�nition 3.2.4 Soit I un idéal d�opérateurs linéaires, un opérateur lipschitzien T 2
Lip0(X;E) appartient à l�opérateur composition d�idéal lipschitzien I � Lip0 notée T 2
I�Lip0(X;E), s�il y a un espace de Banach F , un opérateur lipschitzien S 2 Lip0(X;F ) et
un opérateur linéaire u 2 I(F;E); telle que T = u � S: Si (I; k:kI) est un opérateur idéal
normé, et nous écrivons kTkI�Lip0 = inf kukI Lip(S).

Proposition 3.2.3 Soit I un idéal d�opérateur linéaire, pour T 2 Lip0(X;E). Les asser-
tions suivantes sont équivalentes

(1) T 2 I�Lip0(X;E):
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3.2. Idéal d�opérateurs lipschitziens

(2) TL 2 I(F(X); E):
Si (I; k:kI) est un opérateur idéal normé, on a kTkI�Lip0 = kTLkI.

Preuve. (1) ) (2) Supposons que T 2 I � Lip0(X;E). Ensuite, il existe un espace de
Banach F , un opérateur lipschitzien S 2 Lip0(X;F ) et un opérateur linéaire u 2 I(F;E) de
telle sorte que T = u�S:Depuis TL = u�SL la propriété idéale garantit que TL 2 I(F(X); E).
Si (I; k:kI) est normé alors

kTLkI = ku � SLkI � kukI kSLk = kukI Lip(S).

Prendre l�in�mum sur toutes ces factorisations nous obtenons kTLkI � kTkI�Lip0.
(2) ) (1) Considérons la factorisation de T donnée par T = TL � �X . De plus �X est

Lipschitzien et TL 2 I(F(X); E), puis T 2 I�Lip0(X;E) et, si (I; k:kI) est normé on a

kTkI�Lip0 = kTL � �XkI�Lip0 � kTLkI Lip(�X) = kTLkI .

Ceci termine la preuve de la proposition.

Corollaire 3.2.1 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach. On a

� Lip0K(X;E) = K � Lip0(X;E) isométriquement.

� Lip0W(X;E) =W � Lip0(X;E) isométriquement.

Proposition 3.2.4 Si I est un (normé, fermé, Banach, injective) opérateur idéal alors, I �
Lip0 est un (respectivement normé, fermé, Banach, injective) idéal.d�opérateur Lipschitzien

Corollaire 3.2.2 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach. Les

espaces Lip0K (X;E) et Lip0W (X;E) ; sont des espaces de Banach d�idéal Lipschitzien in-

jectif, avec la norme Lip (:) :

3.2.5 Méthode de dualité

Dé�nition 3.2.5 Le dual d�idéal I d�opérateur lipschitzien est dé�ni par

ILip0�dual(X;E) =
�
T 2 Lip0(X;E) : T t 2 I(E�; X#)

	
:
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Théorème 3.2.3 [1, Théorém 3.9] Soit I un idéal d�opérateur linéaire Alors,

ILip0�dual = Idual�Lip0:

Corollaire 3.2.3 Un opérateur lipschitzien est compact (faiblement compact) si, et seule-

ment si, son transposé est compact (faiblement compact).

Preuve. Nous obtenons les résultats directement à partir du Corollaire ( 3.2.1) la

Proposition (2.4.1) et le Théorème (3.2.3). En e¤et, ils donnent les égalités

Lip0K = K�Lip0 = Kdual�Lip0 = KLip0�dual et Lip0W =W�Lip0 =Wdual�Lip0 =WLip0�dual:

Ceci termine la preuve.

3.3 Autres types d�opérateurs lipschitziens

3.3.1 Opérateur lipschitzien p-intégral

Soient E, F deux espaces de Banach, et 1 � p < 1: un opérateur T 2 L (E;F ) est
p-intégral s�il existe un mesure probabilité � et deux opérateurs A 2 L(LP (�); F ��) et
B 2 L(E;L1(�))tels que le diagramme suivant est commutatif

L1 (�)
I1;p�! Lp (�)

B " # A
E

T�! F
JF�! F ��

où I1;P : L1(�)! LP (�) est l�opérateur d�inclusion.

J. D. Farmer et W.B. Johnson, ont introduit la généralisation suivante dans [14]. Soient

X, Y deux espaces métriques pointés, et 1 � p < 1: un opérateur lipschitzien T 2
Lip0(X; Y ) est un opérateur lipschitzien p-intégral s�il existe une mesure probabilité � et

deux opérateurs lipschitziens a 2 Lip0(LP (�); (Y #)�), et b 2 Lip0(X;L1(�)) tels que le
diagramme suivant est commutatif

L1 (�)
I1;p�! Lp (�)

b " # a

X
T�! Y

JLY�! (Y #)�
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où JLY : Y ! (Y #)�est l�isométrie canonique.

Lip0pI(X; Y ) l�ensemble de tous les opérateurs lipschitziens p-intégraux de X dans Y . et

LippI(T ) = inf Lip(a):Lip(b)

3.3.2 Opérateur lipschitzien fortement p-intégral

SoientX, Y deux espaces métriques pointés, et 1 � p <1: un opérateur T 2 Lip0(X; Y ) est
appelé un opérateur lipschitzien fortement p-intégral, s�il existe un mesure probabilité �; un

opérateur linéaire borné A 2 L(LP (�); (Y #)�), un opérateur lipschitzien b 2 Lip0(X;L1(�))
tels que le diagramme suivant est commutatif

L1 (�)
I1;p�! Lp (�)

b " # A

X
T�! Y

JLY�! (Y #)�

On dé�nit

LippSI(T ) = inf k A k :Lip(b)

et Lip0pSI(X; Y ) est l�ensemble de tous les opérateurs lipschitziens fortement p-intégral

de X dans Y .

Proposition 3.3.1 Soient X un espace métrique pointé, E un espace de Banach et 1 �
p < 1: Chaque opérateur lipschitzien fortement p-intégral de X dans E est lipschitzien

faiblement compact.

Preuve. Soit T : X ! E un opérateur lipschitzien fortement p-intégral, donc on a la

factorisation suivante
X

T�! E
JE�! E��

# I1;p � b % A

Lp (�)

Si p > 1; alors Lp(�) est ré�exif, d�où par la Proposition 3.1.2 l�opérateur JE � F est

lipschitzien faiblement compact et ainsi est également T par la Corollaire ( 3.2.2 ).
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Pour le cas p = 1; soient q > 1 et l�opérateur I1;1 : L1 (�) ! L1 (�). Donc on a la

factorisation suivante
X

T�! E
JE�! E��

# I1;q � b % I1;1�A

Lq (�) ;

où Iq;1 et I1;q sont les injections canoniques. L�espace Lq(�) est ré�exif, d�où par la Propo-

sition (3.1.2) l�opérateur JE � F est lipschitzien faiblement compact, et ainsi est également
T par le Corollaire (3.2.2).

3.3.3 Opérateur lipschitzien p-nucléaire

Soient E, F deux espaces de Banach. un opérateur T 2 L (E;F ) est p-nucléair s�il existe
deux opérateurs A 2 L(`P ; F ) et B 2 L(E; `1) et un opérateur diagonal M� 2 L(`1; `P )
induit par une séquence � 2 `P telle que le diagramme suivant est commutatif

`1
M��! `P

B " # A
E

T�! F

Les opérateurs lipschitziens p-nucléaires ont été introduits par D. Chen et B. Zheng

dans [5] pour les applications d�un espace métrique dans un espace de Banach .Soient X, Y

deux espaces métriques pointés, On dit que T 2 Lip0(X; Y ) est un opérateur lipschitzien p-
nucléaire s�il existe a 2 Lip0(`P ; Y ), b 2 Lip0(X; `1) et l�opérateur diagonalM� 2 L(`1; `P )
induit par une séquence � 2 `P telle que le diagramme suivant est commutatif

`1
M��! `P

b " # a
X

T�! Y

et

LippN(T ) = inf Lip(a): kM� k :Lip(b)

et Lip0pN(X; Y ) est l�ensemble de tous les opérateurs lipschitziens p-nucléaires de X dans

Y .
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3.3.4 Opérateur lipschitzien fortement p-nucléaire

Soit 1 � p <1: Soient X un espace métrique pointé, E un espace de Banach et 1 � p <1:
Un opérateur T 2 Lip0(X;E) est appelé lipschitzien fortement p-nucléaire s�il existe, un
opérateur linéaire borné A 2 L(`p; E), un opérateur lipschitzien b 2 Lip0(X; `1) et un

opérateur diagonal M� 2 L(`1; `p); tel que le diagramme suivant est commutatif

X
T�! E

b # " A
`1

M��! `p

Proposition 3.3.2 Soient X un espace métrique pointé, E un espace de Banach et 1 �
p < 1. Chaque opérateur lipschitzien fortement p-nucléaire de X dans E est lipschitzien

faiblement compact.

Preuve. Soit T : X ! E un opérateur lipschitzien fortement p-nucléaire. Donc on a la

factorisation suivante

T = AM�b : X
b�! `1

M��! `p
A�! E:

Soit bL le linéaristion de b. Donc l�opérateur TL admet la factorization suivante

TL = AM�bL : X
bL�! `1

M��! `p
A�! E:

Ce qui implique que TL est p-nucléaire et par [5, Corallaire 2.2.5] TL est faiblement compact.

Alors T est Lipschitzien faiblement compact.

Proposition 3.3.3 [15, Proposition 2.7] Soient X un espace métrique pointé, E un espace

de Banach et 1 � p < 1. Chaque opérateur lipschitzien fortement p-nucléaire de X dans

E est Lipschitzien compact.

3.3.5 Opérateurs lipschitziens p-sommants

La version non linéaire d�opérateurs p-sommants a été introduite par J.D. Farmer et W.B.

Johnson dans [14]. Il sont appelés opérateurs Lipschitzien p-sommants. Soient (X; dX) est

un espace métrique pointé et (Y; dY ) est un espace métrique. La boule unité BX# de X#

est compacte pour la topologie de convergence simple de X.
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Dé�nition 3.3.1 On dit que l�opérateur T : X ! Y est Lipschitzien p-sommant (1 � p <
1), si 8><>:

9C > 0 telle que ,8n 2 N;8(xi)1�i�n;8(yi)1�i�n � XXn

i=1
dY (T (xi); T (yi))

p � Cp sup
f2B

X#

Xn

i=1
jf(xi)� f(yi)jp:

La plus petite constante C possible est notée par LippS(T ); et on note par Lip0pS(X; Y )

l�espace d�opérateurs Lipschitziens p-sommants:

Si Y est un espace de Banach, alors l�espace Lip0pS(X; Y ) est un espace de Banach muni

de la norme LippS (:). Si T est linéaire alors LippS (T ) � �p (T ) :

Proposition 3.3.4 (Proprieté idéal) Soient X; Y; E; F des espaces métriques. Soit v :

E �! X, w : Y �! F des fonctions Lipschitziennes et T : X �! Y un opérateur Lip-

schitzien p-sommant. Alors l�opérateur wTv est Lipschitzien p-sommant et LippS (wTv) �
Lip(w)LippS (T )Lip(v):

Preuve. Soit (xi)1�i�n et (yi)1�i�n � X; on a

nX
i=1

dF (wTv(xi); wTv(yi))
p � Lip(w)p

nX
i=1

dY (Tv(xi); T v(yi))
p

� Lip(w)pLippS (T )
p sup
f2B

X#

nX
i=1

jf(v(xi))� f(v(yi))jp

� Lip(w)pLippS (T )
p Lip(v)p sup

f2B
X#

nX
i=1

j f�v
Lip(v)

(xi)� f�v
Lip(v)

(yi)jp

� Lip(w)pLippS (T )
p Lip(v)p sup

g2B
E#

nX
i=1

jg(xi)� g(yi)jp:

D�où wTv 2 Lip0pS(E;F ) et LippS (wTv) � Lip(w)LippS(T )Lip(v):

3.3.6 Opérateur lipschitzien fortement p-sommant

La version lipschitzienne d�opérateurs fortement p-sommants (1 < p � 1) a été introduite
par R. Yahi, D. Achour et P. Rueda [22]. et sont appelés opérateurs lipschitziens fortement
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p-sommants. Soit 1 < p � 1. Un opérateur lipschitzien T 2 Lip0(X;E) est appelé

lipschitzien fortement p-sommant, s�il existe, un espace de Banach F et un opérateur S 2
DP (F;E) (i.e., S� 2 �p (E�:; F �)) tels que

jhy�; T (x)� T (x0)j � d (x; x0) kS� (y�)k : (3.1)

Pour tout x; x0 2 X; y� 2 E�: On note par DL
st;p (X;E) l�ensemble d�opérateurs lipschitziens

fortement p-sommants, entre X et E. Pour tout T 2 DL
st;p (X;E) on pose d

L
st;p (T ) =

inf dp (S) : tel que S véri�e l�inégalité (3.1).

Proposition 3.3.5 Soient X un espace métrique pointé, E un espace de Banach et 1 <

p � 1; tout opérateur fortement lipschitzien p-sommant entre X et E est Lipschitzien

faiblement compact.

Preuve. Dans [22, Théoréme 4.1], on a

T 2 DL
st;p (X;E), T t 2 �q(E�; X#):

Comme tout opérateur q-sommant est faiblement compact (voir [10]) alors d�aprés la Propo-

sition (3.2.1), tout opérateur fortement lipschitzien p-sommant entreX et E est Lipschitzien

faiblement compact.

Proposition 3.3.6 Soit X, Y deux espaces métriques pointés, et soit 1 � p <1:

(a) Lip0pN(X; Y ) � Lip0pI(X; Y ) et LippI(T ) � LippN(T ) pour chaque T 2 Lip0pN(X; Y ):
(b) Lip0pI(X;Y ) � Lip0pS(X;Y ) et LippS(T ) � LippI(T ) pour chaque T 2 Lip0pI(X; Y ):
Preuve. (a) Soit T 2 Lip0pN(X; Y ) et considérons une factorisation typique de Lip-

schitzien p-nucléaire pour T :

T = aM�b : X
b�! `1

M��! `p
a�! Y:

Il est connu (voir par exemple [10, P.111]) que l�opérateur linéaire M� est strictement

p-intégral, c�est-à-dire admet une factorisation

M� = AI1;pB : `1
B�! L1 (�)

I1;p�! Lp (�)
A�! `p;
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où � est une mesure de probabilité, A 2 L(LP (�); `p) et B 2 L(`1; L1(�)): De plus, la
norme strictement p-intégrale de M� dé�nie par inf k A k : k B k où l�in�mum est pris sur

toutes ces factorisations est kM� k : Nous arrivons donc à une factorisation de Lipschitzien
p-intégral pour T :

JLY T = J
L
Y aAI1;pBb : X

b�! `1
B�! L1 (�)

I1;p�! Lp (�)
A�! `p

a�! Y
JLY�! (Y #)�:

Par conséquent T 2 Lip0pI(X; Y ) et LippI(T ) � Lip(aA)Lip(bB) � Lip(a) k A kk B k
Lip(b): En passant deux fois à l�in�mum, on obtient LippI(T ) � Lip(a) k M� k Lip(b) et
LippI(T ) � LippN(T ):
(b) Soit T 2 Lip0pI(X; Y ) et on prend une factorisation de Lipschitzien p-intégral

JLY T = aI1;pb : X
b�! L1 (�)

I1;p�! Lp (�)
a�! (Y #)�:

on remarque que I1;p est p-sommant avec �p (I1;p) = 1 par [10, 2.9 (d)]. Par conséquent

I1;p 2 Lip0pS(L1 (�) ; Lp (�)) et LippS(I1;p) = 1 par [14, Theorem 2]. Alors JLY T est

dans Lip0pS(X; (Y #)�) par sa propriété idéale. Par sa propriété d�injectivité, il s�ensuit que

T 2 Lip0pS(X; Y ) et

LippS(T ) = LippS(J
L
Y T ) = LippS(aI1;pb) � Lip(a)LippS(I1;p)Lip(b) = Lip(a)Lip(b)

Puis la relation LippS(T ) � LippI(T ) suit facilement.
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Chapitre 4

Opérateurs lipschitziens libres

compacts et faiblement compacts

4.1 Compacité pour les opérateurs lipschitziens libres

D�après [15, De�nition 2.1], Soient X un espace métrique pointé et Y un espace de Banach.

On dit qu�un opérateur T : X �! Y est Lipschitzien compact (resp. Lipschitzien faiblement

compact) si l�ensemble �
T (x)� T (y)
d (x; y)

: x; y 2 X; x 6= y
�

est relativement compact (resp. relativement faiblement compact) dans Y: Notre objectif

maintenant est d�introduire cette propriété pour les opérateurs prenant des valeurs dans un

espace métrique pointé Y . Le problème qui soulève l�éventuelle absence de structure linéaire

dans un tel espace Y peut être évité si l�on observe d�après la Proposition (1.4.2 (a)) cet

opérateur T : X �! Y est Lipschitzien si, et seulement si, l�ensemble�
�T (x) � �T (y)
d (x; y)

: x; y 2 X; x 6= y
�

est borné dans F (Y ) � (Y #)�: Cela motive les concepts suivants.

Dé�nition 4.1.1 Soient X, Y deux espaces métriques pointés. On dit qu�un opérateur

T : X �! Y est Lipschitzien libre compact (resp. Lipschitzien libre faiblement compact) si

l�ensemble �
�T (x) � �T (y)
d (x; y)

: x; y 2 X; x 6= y
�
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est relativement compact (resp. relativement faiblement compact) dans F (Y ) :
On note par Lip0FK (X; Y ) et Lip0FW (X; Y ) l�ensembles d�opérateurs lipschitziens libres

compacts et faiblement compacts entre X et Y , respectivement. On a

Lip0FK (X; Y ) � Lip0FW (X; Y ) � Lip0 (X;Y ) :

Dans le cas où Y est un espace de Banach, nous avons le fait suivant.

Proposition 4.1.1 Soient X un espace métrique pointé et Y un espace de Banach. Chaque

opérateur lipschitzien libre compact (resp Lipschitzien libre faiblement compact) de X dans

Y est lipschitzien compact (resp Lipschitzien faiblement compact).

Preuve. Si T : X �! Y est un opérateur Lipschitzien libre compact (resp. Lipschitzien

libre faiblement compact), alors l�ensemble�
�T (x) � �T (y)
d (x; y)

: x; y 2 X; x 6= y
�

est relativement compact (relativement faiblement compact) dansF (Y ) : par [16, Lemma
2.4], il y a un opérateur linéaire borné �Y de F (Y ) dans Y tel que �Y � �Y (y) = y pour
y 2 Y: Il s�ensuit que�

T (x)� T (y)
d (x; y)

: x; y 2 X; x 6= y
�
=

�
�Y

�
�T (x) � �T (y)
d (x; y)

�
: x; y 2 X; x 6= y

�
est relativement compact (relativement faiblement compact) dans Y; et alors T est lip-

schitzien compact (resp Lipschitzien faiblement compact).

Nous étudions maintenant la relation entre la compacité lipschitzienne libre d�un opéra-

teur lipschitzien et sa linéarisation.

4.1.1 Théorème de Schauder pour les opérateurs lipschitziens li-

bres compacts

Théorème 4.1.1 (Théorème de Schauder).Soient X, Y deux espaces métriques pointés

et T 2 Lip0(X; Y ): Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) L�opérateur T est lipschitzien libre compact.

(ii) L�opérateur bT est compact dans L(F(X);F(Y )).
(iii) L�opérateur T# est compact dans L(Y #; X#).
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Preuve. On pose ~X = f(x; y) 2 X2 : x 6= yg ; � ~X : (x; y) 7�!
(�x��y)
d(x;y)

de ~X dans F(X);
on prend son image � ~X

�
~X
�
et on note que

bT (� ~X � ~X�) = ��T (x) � �T (y)d (x; y)
: x; y 2 X; x 6= y

�
:

Comme BF(X) = �
�
� ~X(

~X)
�
par le Lemme (3.1.1) et la Proposition (1.4.1), l�équivalence

entre (i) et (ii) découle d�inclusions

bT �� ~X � ~X�� � bT ���� ~X( ~X)�� � ��bT �� ~X � ~X��� :
L�équivalence entre (ii) et (iii); par la Proposition (1.4.2) en appliquant le théorème de

Schauder et la propriété idéale d�opérateurs linéaires compacts entre les espaces de Banach.

4.1.2 Théorème de Gantmacher et Théorème de Factorisation

de Davis-Figiel-Johnson-Pelczynski pour les opérateurs lip-

schitziens libres faiblement compacts

Théorème 4.1.2 Soient X, Y deux espaces métriques pointés et T 2 Lip0(X; Y ): Les

assertions suivantes sont équivalentes :

(a) L�opérateur T est lipschitzien libre faiblement compact.

(b) L�opérateur bT est faiblement compact dans L(F(X);F(Y )).
(c) L�opérateur T# est faiblement compact dans L(Y #; X#).

(d) Il existe un espace de Banach ré�exif F; un opérateur linéaire bornée f 2 L(F;F(Y )) et
un opérateur lipschitzien b 2 Lip0(X;F ); tels que �Y � T = f � b:

Preuve. De même que dans la preuve de Théorème 4.1.1, on peut prouver que (a) ; (b)

et (c) sont équivalentes. Maintenant, si (b) est vraie, alors il existe un espace de Banach

ré�exif F et un opérateur f 2 L(F;F(Y )) et S 2 L(F(X); F ); tel que bT = f � S en
appliquant le Théorème de Factorisation de Davis-Figiel-Johnson-Pelczynski [11]. On pose

b = S � �X : Clairement, b 2 Lip0(X;F ) et �Y � T = bT � �X = f � S � �X = f � b: Alors (d)
suit. En�n, on suppose que (d) est vraie. On a�

�T (x) � �T (y)
d (x; y)

: x; y 2 X; x 6= y
�
=

�
f

�
b (x)� b (y)
d (x; y)

�
: x; y 2 X; x 6= y

�
:
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on note que �
b (x)� b (y)
d (x; y)

: x; y 2 X; x 6= y
�

est un sous-ensemble borné de l�espace de Banach ré�exif F et par conséquent, il est

relativement faiblement compact. Puisque un opérateur linéaire T entre des espaces normés

est norme à norme continue si, et seulement si, il est faible à faible continue, il s�ensuit que�
f

�
b (x)� b (y)
d (x; y)

�
: x; y 2 X; x 6= y

�
est un sous-ensemble relativement faiblement compact de F(Y ); et on obtient (a) :

Proposition 4.1.2 Soient X, Y deux espaces métriques pointés et 1 � p < 1: Chaque
opérateur lipschitzien fortement p-intégral de X dans Y est lipschitzien libre faiblement

compact.

Preuve. Soit T 2 Lip0pSI(X; Y ) et on prend un factorisation lipschitzienne fortement
p-intégrale

JLY T = AI1;pb : X
b�! L1 (�)

I1;p�! Lp (�)
A�! (Y #)�:

Si p > 1, alors Lp (�) est ré�exif et donc T est lipschitzien libre faiblement compact par

le théorème 4.1.2. Pour p = 1, prendre q > 1 et factoriser I1;1 : L1(�)! L1(�) par l�espace

Lq (�) sous la forme

I1;1 = Iq;1 � I1;q : L1 (�)
I1;q�! Lq (�)

Iq;1�! L1 (�) :

Ensuite, nous obtenons la même conclusion.

4.1.3 Propriété idéale des classes d�opérateurs lipschitziens libres.

Proposition 4.1.3 Soient X, Y , Z et V des espaces métriques pointés, T 2 Lip0(X; Y ) et
h 2 Lip0(Z; V ). Si g 2 Lip0FK (Y; Z) (resp Lip0FW (X; Y )) ; alors h� g �T 2 Lip0FK (X;V )
(resp Lip0FW (X;V )).

Preuve. On suppose que g 2 Lip0FK (Y; Z). Alors bh 2 K(F(Y );F(Z)) par le théorème
4.1.1. PuisqueK(F(Y );F(Z)) est un opérateur idéal de Banach, alors bh�bg�bT 2 K(F(X);F(V )):
Par la Proposition (1.4.2 (d)) il s�ensuit que \h � g � T 2 K(F(X);F(V )): Cela signi�e que
h � g � T 2 Lip0FK (X;V ) par le théorème 4.1.1. Le cas Lip0FW est prouvé de la même

manière.
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4.2. Relations entre un opérateur T et bT (p-sommant, p-intégral, p-nucléaire).
4.2 Relations entre un opérateur T et bT (p-sommant,

p-intégral, p-nucléaire).

Théorème 4.2.1 Soient X, Y deux espaces métriques pointés, T 2 Lip0(X; Y ) et 1 � p <
1:
(i) Si L�opérateur bT est p-sommant, alors T est Lipschitzien p-sommant et LippS (T ) �
�p

�bT� :
(ii) Si L�opérateur bT est p-intégral, alors T est Lipschitzien p-intégral et LippI (T ) � �p �bT� :
(iii) Si L�opérateur bT est p-nucléaire, alors T est Lipschitzien p-nucléaire et LippN (T ) �
�p

�bT� :
Preuve. (i) On remarque d�abord que, Par la Proposition (1.4.2 (d)),

d (T (x) ; T (y)) =


�T (x) � �T (y)

 = 


bT � �X � bT � �Y 


 = 


bT (�X � �Y )




pour tout x; y 2 X. Si bT est p-sommants, on a 
nX
i=1




bT (
i)


p
! 1

p

� �p
�bT� sup

F2BF(X)�

 
nX
i=1

jF (
i)jp
! 1

P

pour tout ensemble �ni de vecteurs f
ig
n
i=1 dans F(X). Alors 

nX
i=1

d (T (xi) ; T (yi))
p

! 1
p

� �p

�bT� sup
F2BF(X)�

 
nX
i=1

jF (�Xi � �Yi)jp
! 1

P

= �p

�bT� sup
g2B

X#

 
nX
i=1

jg(xi)� g(yi)jp
! 1

P

:

Par conséquent, T 2 Lip0pS(X;Y ) et LippS (T ) � �p
�bT� :

(ii) Si bT est p-intégral, on prend un factorisation p-intégrale sous la forme
JF(Y ) bT = AI1;pB : F(X) B�! L1 (�)

I1;p�! Lp (�)
A�! F(Y )��:

Soit IF(Y );(Y #)� l�opérateur d�inclusion de F(Y ) à (Y #)�. En utilisant cela (QY )�JF(Y ) =
IF(Y );(Y #)� ; �Y �T = bT ��X et IF(Y );(Y #)� ��Y = JLY ; on obtient la factorisation de Lipschitzi-
enne p-intégrale suivante pour T :

JLY T = (QY )
�AI1;pB � �X : X

�X�! F(X) B�! L1 (�)
I1;p�! Lp (�)

A�! F(Y )�� (QY )
�

�! (Y #)�:
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4.2. Relations entre un opérateur T et bT (p-sommant, p-intégral, p-nucléaire).
Par conséquent T 2 Lip0pI(X;Y ) et

LippI (T ) � Lip ((QY )�A)Lip (B � �X) �k A kk B k :

On déduit que LippI (T ) � �p
�bT� :

(iii) Prenons une factorisation p-nucléaire pour cT :
cT = AM�B : F(X)

B�! `1
M��! `p

A�! F(Y ):

On déduit une factorisation de Lipschitzienne p-nucléaire pour T :

T = ��1Y AM�B � �X : X
�X�! F(X) B�! `1

M��! `p
A�! �Y (Y )

��1Y�! Y:

Remarque 4.2.1 Les conversions dans le théorème 4.2.1 ne tiennent pas toujours. on

note que l�opérateur d�identité I sur R est p-nucléaire et donc Lipschitz p-nucléaire, mais sa

linéarisation bI est l�opérateur d�identité sur l�espace de Banach à dimension in�nie F(R) et
donc, ne peut pas être p-sommant par le théorème de Dvoretzky-Rogers[10, 2.18].
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